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PRÉFACE 


La  géométrie  analytique,  créée  par  Desgartes  dans 
un  ouvrage  paru  en  1637,  repose  sur  l'emploi  de 
méthodes  qui  permettent  de  donner  une  forme  algé- 
brique aux  problèmes  de  géométrie.  Ces  méthodes 
consistent  à  faire  correspondre  à  chaque  point  du 
plan  un  système  de  deux  nombres,  appelés  coordon- 
nées du  point  ;  une  équation  entre  ces  coordonnées 
représente  une  courbe  ;  les  points  communs  à  deux 
courbes  s'obtiennent  en  résolvant  leurs  équations. 

Tout  problème  de  géométrie  se  trouve  ainsi  ramené 
à  une  question  de  calcul  ;  inversement,  tout  fait 
analytique  peut  être  interprété  géométriquement. 
Ainsi  le  problème  des  tangentes  conduit  à  la  notion 
de  la  dérivée,  ou  fournit  une  représentation  géomé- 
trique de  cette  notion  ;  l'idée  d'invariant  algébrique 
ou  différentiel  conduit  à  la  découverte  de  propriétés 
géométriques,  laissées  invariables  par  certaines  trans- 
formations. 

Mais  le  système  de  coordonnées  cartésiennes  dans 
le  plan  ou  dans  l'espace  est  loin  d'être  le  seul  qui 
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permette  de  représenter  géométriquement  les  faits 
algébriques  et  analytiques.  On  peut  en  effet  dévelop- 
per ridée  de  Desgartes  sous  un  autre  point  de  vue., 
en  définissant,  par  un  système  de  nombres,  non  plus 
un  point  du  plan  ou  de  Tespace,  mais  un  être  géomé- 
trique quelconque,  ligne  droite  ou  courbe,  surface 
plane  ou  courbe.  Ces  nombres  qui  sont,  par  exemple, 
les  coefficients  figurant  dans  les  équations  cartésiennes 
de  l'élément  géométrique  considéré,  s'appellent  encore, 
par  extension,  les  coordonnées  de  l'élément.  Ainsi 
une  droite  dans  un  plan  est  définie  par  deux  nom- 
bres qui  sont  ordinairement  les  inverses  des  seg- 
ments qu'elle  détache  sur  les  axes  ;  un  plan  dans 
l'espace  est  défini  par  trois  nombres  analogues  ;  un 
cercle  dans  le  plan  est  défini  par  trois  coordonnées 
qui  sont  les  coordonnées  cartésiennes  du  centre  et 
la  puissance  de  l'origine  par  rapport  au  cercle  ;  une 
droite  dans  l'espace  est  définie  par  quatre  nom- 
bres,... etc. 

Une  équation  entre  trois  variables  a,  /;,  c  repré- 
sente alors,  soit  une  surface  lieu  de  points,  si  a,  b,  c 
sont  regardées  comme  les  coordonnées  cartésiennes 
d'un  point  de  l'espace,  soit  une  surface  enveloppe  de 
plans,  si  a,  b,  c  sont  regardées  comme  les  coordon- 
nées d'un  plan,  soit  un  système  de  cercles  dans  un 
plan  fixe,  si  les  variables  sont  regardées  comme  les 
coordonnées  d'un  cercle....,  etc  ;  de  même,  une  équa- 
tion entre  quatre  variables  peut  être  interprétée 
comme  représentant  une  surface  dans  l'espace  à 
quatre  dimensions,  ou  un  système  de  droites  dans 
l'espace  à  trois  dimensions...  etc. 
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En  résumé,  on  peut  interpréter  géométriquement, 
d'une  infinité  de  manières,  les  faits  algébriques  et 
analytiques  relatifs  à  des  équations  contenant  un 
nombre  quelconque  de  variables.  Les  interprétations 
les  plus  intéressantes  sont  évidemment  les  plus 
simples. 

Pour  la  géométrie  plane,  il  existe  deux  systèmes 
également  simples  :  celui  qui  consiste  à  prendre 
comme  élément  géométrique  le  point  défini  par  deux 
coordonnées,  et  celui  qui  consiste  à  prendre  comme  élé- 
ment la  droite  définie  également  par  deux  coordonnées . 

Le  développement  du  premier  point  de  vue  fait 
l'objet  de  la  géométrie  ponctuelle  ;  celui  du  second  fait 
l'objet  de  la  géométrie  tangeniielle.  Les  propriétés 
algébriques  des  systèmes  d'équations  à  deux  variables 
donnent  alors,  suivant  la  façon  dont  on  les  interprète, 
des  propriétés  des  ensembles  de  points  ou  des  pro- 
priétés des  ensembles  de  droites.  Les  deux  séries  de 
théorèmes  que  l'on  obtient  de  cette  manière  ne  sont 
donc  que  la  traduction  géométrique  des  mêmes  faits 
algébriques;  et  l'on  passe  d'un  théorème  de  l'une 
des  séries  au  théorème  correspondant  ou  corrélatif 
de  l'autre,  en  y  remplaçant  les  points  par  des  droites 
et  réciproquement. 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  un  autre  point  de  vue, 
d'après  lequel  le  passage  de  la  géométrie  ponctuelle  à 
la  géométrie  tangentielle  peut  être  regardé  comme 
un  mode  particulier  de  transformation  des  figures, 
faisant  correspondre  des  droites  aux  points  et  in- 
versement. 
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Le  fait  que  tout  théorème  peut  être  transformé 
ainsi  a  reçu  de  Ghasles  le  nom  de  Principe  de  dualité  ^^) . 

Voici,  sur  l'origine  et  le  développement  de  ces  idées, 
quelques  renseignements  historiques  empruntés  en 
majeure  partie  à  V Aperçu  historique  de  Giiasles. 

De  Beaune  semble  avoir  eu  le  premier  l'idée  de 
définir  certaines  courbes  à  l'aide  des  propriétés  de 
leurs  tangentes  ;  par  une  question  de  cette  nature 
posée  à  Desgartes,  il  donna  naissance  à  la  Méthode 
iiiverse  des  tangentes^  dont  Desgartes  jeta  les  fonde- 
ments en  regardant  un  point  d'une  courbe  comme 
l'intersection  de  deux  tangentes  infiniment  voisines. 

La  théorie  des  développées,  due  à  Huygens,  fournit 
ensuite  des  exemples  particulièrement  importants  de 
courbes  regardées  comme  enveloppées  par  des  droites. 

Mais  on  peut  dire  qu'EuLER,  en  considérant  une 
courbe  quelconque  comme  enveloppe  d'une  droite  de 
la  forme 

a?COS  a  +  ysin  a  =  cp(a), 

donna  le  premier  exemple  d'une  courbe  définie  dans 
un  système  de  coordonnées  tangentielles  ;  ce  système, 
dans  lequel  les  éléments  de  longueur  et  les  rayons  de 
courbure  de  la  courbe  et  de  ses  développées  succes- 
sives ont  des  expressions  particulièrement  simples, 
se  trouve  indiqué  à  la  page  58  de  ce  volume. 

Les  coordonnées  de  la  droite  sous  la  forme  actuelle- 
ment employée  ont  été  introduites  à  peu  près  à  la 
même  époque,  par  Ghasles  {Aperçu  historique,  1837,  et 

(1)  Mémoire  de  géométrie^  sur  deux  principes  généraux  de  la 
science,  la  dualité  et  l'homographie,  présenté  à  rAcadémie  de 
Bruxelles  en 
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Mémoire  de  Géométrie,  1849)  et  par  Plugker  {Journal 
de  Crelie,  tome  Y,  1829). 

Quant  aux  méthodes  de  tranformation  qui  ont  con- 
duit au  principe  de  dualité,  elles  ont  d'abord  été 
employées  sur  la  sphère.  D'après  un  théorème  dû  à 
Snellius,  vers  1630,  toute  figure  sphérique  possède 
une  figure  supplémentaire,  de  telle  nature  qu'à  cha- 
que point  de  la  première  corresponde  un  arc  de  grand 
cercle  de  la  deuxième  et  inversement. 

En  1685,  La  Hire,  dans  son  Traité  des  Coniques^ 
indiqua  les  propriétés  réciproques  des  points  et  droites 
►  qu'on  nomme  actuellement  pôles  et  polaires  par  rap- 
port à  une  conique.  Ces  propriétés  ont  été  étendues 
par  MoNGE  aux  surfaces  du  second  ordre,  et  c'est  de 
l'époque  de  Monge  seulement  que  datent  l'importance 
et  les  usages  de  cette  théorie  des  pôles  et  polaires  (^)- 

Une  des  premières  et  des  plus  célèbres  applications 
fut  celle  qui  permit  à  Brianghon  de  déduire,  du  théo- 
rème de  Pascal  sur  six  points  d'une  conique,  une 
propriété  correspondante  de  six  tangentes  (1806)., 

Le  principe  de  dualité  dans  sa  généralité  a  d'abord 
été  énoncé  par  Poncelet  {Annales  de  Mathématiques^ 
tome  Vin,  1817-1818),  qui  l'a  déduit  de  la  théorie 
des  pôles  et  polaires  ;  ce  principe  a  été  ensuite  établi, 
indépendamment  des  coniques,  par  Gergonne,  par 
MoBius  [Barycentrischer  Calcul^  1827)  et  par  Ghasles. 

L'ouvrage  de  M.  Papetier  a  pour  objet  le  dévelop- 
pement de  la  géométrie  tangentielle  depuis  les  pre- 

(1)  Aperçu  historique,  p.  124. 
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miers  éléments  jusqu'à  la  théorie  des  coBiqïies  et  des 
courbes  algébriques.  L'auteur  s'est  efforcé  de  suivre 
pas  à  pas  les  méthodes  employées  dans  la  géométrie 
ponctuelle,  de  sorte  que  le  lecteur,  déjà  familiarisé  avec 
cette  dernière,  n'aura  aucun  effort  nouveau  à  faire  ;  il 
n'aura  qu'à  transposer  les  méthodes  et  les  théorèmes 
qu'il  connaît,  en  remplaçant  les  points  par  des  droites 
et  réciproquement. 

Quant  aux  commençants,  ils  suivront  avec  autant 
de  facilité  cette  manière  de  présenter  les  faits  que  la 
manière  ordinaire. 

Cet  ouvrage,  écrit  avec  clarté  et  rigueur,  renferme 
des  développements  sur  certaines  questions  qu'on  ne 
traite  pas  habituellement  en  coordonnées  tangentiel- 
les  :  telles  sont,  la  discussio-n  de  la  forme  d'une  courbe 
dans  le  voisinage  d'une  tangente  ou  d'une  asymptote, 
à  l'aide  du  polygone  de  Newton,  la  classification  des 
coniques,  l'étude  géométrique  du  contact  de  deux 
coniques,  les  invariants  simultanés  de  deux  coniques. 
De  nombreux  exercices  sont  traités  dans  le  texte  ou 
proposés  au  lecteur  avec  des  indications  sur  leur 
solution. 

Le  livre  de  M.  Papelier  est  appelé  à  rendre  de 
grands  services,  en  familiarisant  l'esprit  des  élèves 
avec  une  autre  face  de  la  géométrie  analytique,  et  en 
les  mettant  à  même  de  tirer  de  chaque  résultat  de 
calcul  deux  théorèmes  corrélatifs. 

P.  Appell. 

Paris,  le  4  mars  1894. 
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CHAPITRE   PREMIER 
LE    POINT    ET    LA    DROITE 


1.  L'équation  d'une  droite  en  coordonnées  rectilignes  homo- 
gènes peut  s'écrire 

ux-\-vy  -^  wz  =  0  ; 

elle  renferme  trois  coefficients,  u^  v^w;  mais  comme  la  droite 
ne  change  pas  quand  ces  coefficients  varient  proportionnelle- 
ment, on  peut  dire  que  l'équation  de  la  droite  contient  deux 
paramètres  ;  elle  sera  par  suite  déterminée  si  l'on  connaît 
deux  relations  entre  les  trois  coefficients. 

Ces  relations  s'obtiennent  dans  la  plupart  des  cas  en  assu- 
jettissant la  droite  à  certaines  conditions  géométriques. 

Exemples.  I.  Écrivons  que  la  droite  passe  par  un  point  de 
coordonnées  a  et  ô  ;  on  a 

ua  -\-  vb  -\-  w  =  0. 

IL  Assujettissons  la  droite  à  être  à  une  distance  donnée  d 
d'un  point  qui  a  pour  coordonnées  a  et  b  ;  il  vient 

ua-hvb  -h  w 
— ■  —  =  d 


2 

ou 
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vb 
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{ua  -hvb-i-  tvf  —  d^u^  -+•  v'')  =^  0. 

III.  On  sait  que  pour  que  la  droite  soit  tangente  à  une  coni- 
que qui  a  pour  équation 

Ax^  +  '^Bxy  -h  Ctf  -h  2Dj;  -+-  2E?/  4-  F  =  0, 

il  faut  qu'on  ait 


A  B  D  ?/ 

B  G  E  u 

D  E  F  w 

u  V  îv  0 


=  0, 


ce  qui  peut  s'écrire,  en  développant, 


fiv'  =  0, 


les  quantités  a,  b,  c,  etc.  désignant  les  coefficients  des  lettres 
correspondantes,  A,  B,  C,  etc.  dans  le  développement  du  dis- 
criminant 

A     B     D 

B     C     E 
D     E     F 

2.  On  peut  remarquer  que  les  relations  obtenues  sont 
homogènes  par  rapport  à  w,  v^  w.  Nous  allons  démontrer 
qu'il  en  est  toujours  ainsi ,  c'est  à-dire  que  toute  relation 
qui  est  la  traduction  analytique  d'une  condition  géométrique, 
est  nécessairement  homogène  en    w,  y,  ?/,». 

En  effet,  la  droite  ne  change  pas  si  on  remplace  dans  son 
équation  w,  v,  w  respectivement  par  Xm,  au,  Iw,  X  désignant 
un  nombre  quelconque  ;  par  conséquent,  comme  la  droite 
satisfait  à  la  condition  géométrique  quelle  que  soit  la  forme 
sous  laquelle  on  écrit  son  équation,  toute  solution  «,  u,  w 
de  la  relation  correspondante  entraine  la  solution  Xm,  Xu,  ho 
quel  que  soit  X  ;  la  relation  considérée  est  donc  homogène. 

3.  Une  droite  sera  donc  bien  déterminée  analytiquement  par 
deux  relations  homogènes  entre  ses  coefficients.  Si  ces  deux 
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relations  sont  algébriques,  entières,  de  degrés  m  et  p,  le 
nombre  de  solutions  sera  mp,  d'après  le  théorème  de  Bezout. 

4.    Si  maintenant  on  donne   une   seule  relation,  toujours 

homogène  en  u,  v,  w, 

f(u,  V,  10)  =  0,  (1) 

il  y  aura  une  infinité  de  droites  dont  les  coefficients  vérifieront 
l'équation  (1);  nous  démontrerons  plus  tard  qu'en  général 
toutes  ces  droites  sont  tangentes  à  une  même  courbe. 

On  dira  que  l'équation  (1)  est  l'équation  tangentielle  de  la 
courbe,  et  pour  éviter  toute  confusion  la  relation  à  laquelle 
doivent  satisfaire  les  coordonnées  d'un  point  pour  que  ce  point 
soit  sur  la  courbe  sera  appelée  léquation  ponctuelle  de  la 
courbe. 

De  même  nous  dirons  que  les  coefficients  w,  v,  w  de  l'équa- 
tion d'une  droite  sont  les  coordonnées  tangentielles  de  cette 
droite,  tandis  que  les  coordonnées  d'un  point  seront  appelées 
coordonnées  ponctuelles. 

Ainsi,  par  exemple,  l'axe  des  x  a  pour  coordonnées  tangen- 
tielles  0,  1,0,   puisque  son  équation  est 

?/  =  0; 
les  coordonnées  de  l'axe  des   y   seront   1,  0,  0;    celles  de  la 
droite  de  l'infini,   0,0,1,   etc. 

Nous  remarquerons  aussi  qu'étant  donnée  une  droite,  ses 
coordonnées  tangentielles  sont  déterminées  à  un  facteur  cons- 
tant près. 

Nous  allons  maintenant  examiner  le  cas  où  la  relation  (1)  est 
du  premier  degré  en   u,  v,  iv. 

5.  ÉquaiioQ  du  Point.  Théorème.  —  Toute  équation  homogène 
et  du  premier  degré  par  rapport  à    u,  y,  lo    représente  un  point. 
Soit  l'équation 

au  -\-  bv  -{-  cw  =  0.  (2) 

On  voit  immédiatement  que  toutes  les  droites  dont  les  coor- 
données satisfont  à  cette  équation  passent  par  le  point  qui  a 
pour  coordonnées  homogènes   a,  ^,  c. 
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L'équation  (2)  sera  dite  Véqualion  tangentielle  du  point. 

Il  est  à  peine  utile  de  faire  observer  que,  réciproquement, 
tout  point  peut  être  représenté  par  une  équation  du  premier 
degré  ;  autrement  dit,  en  écrivant  qu'une  droite  passe  par  un 
point,  on  a  une  relation  du  premier  degré  entre  les  coefficients 
de  la  droite. 

On  peut  donc  dire  que 
Véquatlon  tangentielle  d^un  'point  est  la  condition  à  laquelle  doi- 
vent satisfaire  les  coordonnées  d'une  droite  pour  que  cette  droite 
passe  par  le  point, 

de  môme  que 
L'équation  ponctuelle  d'une  droite  est  la  condition  à  laquelle  doi- 
vent satisfaire  les  coordonnées  d'un  point  pour  que  ce  point  soit 
sur  la  droite. 

Exemples.  —  L'origine  des  coordonnées  a  pour  équation 

2v  =.  0  ; 

un  point  sur  Taxe  des  x,  ayant  pour  abscisse  a,  sera  repré- 
senté par  l'équation 

ua-\-w  =  0. 

6.  Le  point  représenté  par  l'équation  (2)  n'est  à  distance  finie 
que  si  le  coefficient  de  w,  c,  est  différent  de  zéro  ;  les  coor- 
données absolues  de  ce  point  sont   -  et  -• 

c         c 

Si  c  =  0,  on  voit  que  toutes  les  droites  dont  les  coor- 
données satisfont  à  l'équation  (2)  sont  parallèles  à  la  droite 
qui  joint  l'origine  au  point  de  coordonnées  a  et  6  ;  on  peut 
donc  dire  que  toutes  ces  droites  passent  par  le  point  à  l'infini 
dont  les  coordonnées  homogènes  sont   a,  b,  0. 

Ainsi,  w  =  0  est  l'équation  du  point  à  l'infini  dans  la  di- 
rection de  Oj?;  u  =  0  est  celle  du  point  à  l'infini  dans  la  di- 
rection de  Oy. 

7.  Exercice.  —  Trouver  les  équations  des  points  à  l'infini  dans 
les  directions  perpendiculaires  aux  axes  de  coordonnées,  ces  axes 
faisant  V angle  0. 

L'équation   de  la  perpendiculaire  à  Ox  menée  par  le  point   O 
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étant 

X  -{-  y  cos  G  z=z  Oj 

on  voit  que  les  paramètres  directeurs  (^)  de  cette  direction  sont 
cos  0  et  —  1  ;  par  conséquent  en  exprimant  qu'une  droite  passe 
parle  pointa  l'infini  de  coordonnées  homogènes  cos  6,  — 1,  0, 
on  aura 

M  cos  8  —  v  rr:  0. 

On  trouve  de  même  que  l'équation  du  point  à  l'infmi  sur  la  per- 
pendiculaire à  Oy  est 

u  —  v  cos  6  ::=  0. 

8.  Reconnaître  si  une  droite  variable  passe  par  un  point 
fixe.  —  Dans  un  grand  nombre  de  cas  on  peut  simplement  ré- 
soudre la  question  en  se  donnant  les  coordonnées  de  la 
droite  w,  v^  w^  puis  écrivant  les  conditions  auxquelles  est 
assujettie  cette  droite.  On  arrive  alors  à  une  relation  entre 
u,  V,  w  et  certaines  quantités  constantes,  et  il  suffit  de  cons- 
tater que  la  relation  obtenue  est  du  premier  degré  en  w,  v,  w. 

Voici  une  application  très  simple  de  cette  méthode  à  un 
problème  bien  connu. 

9.  Exercice.  —  Les  trois  sommets  d'un  triangle  décrivent  trois 
droites  concourantes  et  deux  côtés  passent  par  deux  points  fixes.  Dé- 
montrer que  le  troisième  côté  passe  par  un  point  fixe  en  ligne  droite 
avec  les  deux  premiers . 

Prenons    pour    axes  deux  des  droites    données  ;  soit    y  =  mx 
l'équation  de  la  troisième  et  {x\  y'),  [x",  y") 
les  coordonnées  des  points  fixes  P  et  Q. 
Désignons  par 

ux  -irvy  -}-io  =z  0 
l'équation  de  la  droite  AB  ;  les  droites    AC 
et  BC  ont  respectivement  pour  équations 


(1)  On  appelle  paramètres  directeurs  d'une  direction  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  situé  sur  la  parallèle  à  cette  direction  menée  par  rori- 
gine. 

Ainsi  les  paramètres  directeurs  de  la  droite 
ux  +  r//  -h  /r  =  0 
sont,  à  un  facteur  constant  près,    y    et    —  u. 
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rv 


ux  -h  vy  -f- 10 


V 

—,  j 


ux"  -\-  vy"  + 10        x" 

Je  forme  l'équation  de  la  droite  joignant  l'origine  au  point  de  ren- 
contre de  ces  deux  droites,  ce  qui  donne 


y  x 

—7  (ux'  -\-  vy'  -\-  %o)  =  -r  (ux" 

y  ^  '^  '        x^ 


vy 


'), 


et  j'écris  que  cette  droite  a  pour  coefficient  angulaire  m.  On  a 
ainsi 

mx"[iix'  4-  vy'  -\-  w)  —  y'{ux"  +  vy"  -{-w)  r=  0 . 

Cette  relation  étant  du  premier  degré  en  w,  v,  lo,  exprime  que 
la  droite  passe  par  un  point  fixe.  On  voit  de  plus  que  ce  point  est 
situé  sur  la  droite  PQ,  car  les  coordonnées  de  cette  droite  annulent 

ux' -\- vy' -\- 10  et  ux"  +  vy" -\- 10  ;  elles  vérifient  donc  Téqualion 
qui  précède. 

10.   Équation  du    point  d'intersection  de   deux    droites.    — 

Soient  Ai(wi,  v^,  ii\)  et  A2(i/2,  u,,  iv^)  les  deux  droites  don- 
nées ;  d'après  la  définition  de  Téquation  du  point,  il  nous  faut 
trouver  la  condition  pour  qu'une  droite  quelconque  (w,  v,  ir) 
passe  par  le  point  de  rencontre  de  Aj  et  A,.  On  sait  que  cette 
condition  peut  s'écrire 

u      V      /r 


0 


(3) 


c'est  l'équation  cherchée. 
En  la  développant,  on  obtient 

u{ViW2 W1V2)  -i-v{lViUi V1W2)  -h  w{UiV2 U1W2)   =  0, 

et  nous  voyons  que  les  coordonnées  homogènes  du  point  de 
rencontre  des  deux  droites  sont  v^uh — îv^Vi,  w^Ui  —  Ux^ii\^ 
UiV2  —  ViU2.  Ce  point  est  à  l'infini  si  «1^2  —  ViU2=^0;  on 
retrouve  ainsi  la  condition  de  parallélisme  de  deux  droites . 

11.  De  l'équation  (3)  on  peut  déduire  comme  il  suit  les  coor- 
données d'une  droite  quelconque  passant  par  l'intersection  de 
Al  et  de  ^2'  Le  déterminant  étant  nul,  il  existe  entre  les  élé- 
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ments  des  colonnes  une  même  relation  linéaire  et  homogène^ 

soit 

Am  +  Bwi  -h  CU2  =  0, 

Au  +  Byi-t-Cya  =  0, 
Aw  H-  BWi  -+-  Cw2  =  0. 

Le  coefficient  A  n'est  pas  nul,  car  s'il  était  nul,  Wi,  Vi,  Wi 
seraient  proportionnels  à  Wg,  ^2,  «^2,  et  les  deux  droites  Aj  et 
A,  coïncideraient. 

Nous  pouvons  donc  résoudre  les  relations  précédentes  par 
rapport  à  ii,  v,  iv,  et  Ton  a 

U  ^=.  AUi  H-  [JLW2, 
V  =  IVi-h  IXV2, 
W  =  AlVi  -+-  IXW2. 

En  faisant  varier  >.  et  [jl  de  toutes  les  façons  possibles,  on 
obtient  les  coordonnées  de  toutes  les  droites  passant  par  l'in- 
tersection des  deux  droites  données. 

Ce  résultat  est  d'ailleurs  une  conséquence  immédiate  d'une 
propriété  établie  en  géométrie  analytique.  On  sait  que  l'équa- 
tion générale  des  droites  passant  par  l'intersection  des  deux 
droites  qui  ont  pour  équations 

P2  =  u^x  -h  v^y  -+-  uh_  =  0 
est 

li\  H-  fjtP^  =  0, 

et,  d'après  la  définition,  les  coordonnées  de  la  droite  représen- 
tée par  cette  équation  sont    \u^  -h  \xu.2,     ^Vi  h-  \i.v^,    Iwi  -+-  [j-W2. 

12.  Exercice.  —  Etant  donné  un  système  de  valeurs  de  X  et 
de  [Ji,  reconnaître  si  la  droite  correspondante  qui  a  pour  coordon- 
nées lui  -+-  [j.1/2,  Ivi  -+-  iJLUo,  X^^l  H-  IJ-W2  est  située  dans  l'angle 
aigu  ou  dans  l'angle  obtus  des  deux  droites  Ai  et  Aj. 

Soit  A  un  point  quelconque  du  plan;  par  ce  point  je  mène 
une  perpendiculaire  à  la  droite  A,  ;  cette  perpendiculaire  ren- 
contre Al  au  point  Bi  et  A2  au  point  Bo.  Il  est  clair  que  si  les 
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deux  points  Bi  et  B2  sont  de  part  et  d'autre  du  point  A,  ce 
point  est  dans  l'angle  aigu  des  deux  droites  Ai  et  Aj;  si,  au 
contraire,  les  deux  points  Bi  et  Bo  sont  d'un  même  côté  du 
point  A,  ce  point  est  dans  l'angle  obtus  formé  par  Ai  et  a2- 
Nous  nous  appuierons  sur  cette  propriété  pour  résoudre  la 
question. 

Soient  a?',  y'  les  coordonnées  du  point  A;  l'équation  de  la 
perpendiculaire  menée  par  ce  point  à  la  droite  Aj  est,  6  dési- 
gnant l'angle  des  axes, 

X  —  x'  y  —  y' 


Ui  —  Vi  cos  0        Vi  —  Ui  cos  6 

et  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  perpendi- 
culaire ont  pour  expression 

X  =  x'  -^  p{ui  —  Vi  cos  0), 

y  =  y'  -i-  p{vi  —  Wi  cos  6),  •  ^  ^ 

p  étant  proportionnel  au  segment  qui  a  pour  origine  le  point  A 
et  pour  extrémité  le  point  [x,  y). 

On  aura  les  valeurs  de  p,  pi  et  p2,  relatives  aux  points  Bi 
et  Bs,  en  écrivant  que  les  expressions  (4)  de  a:  et  de  y  sa- 
tisfont aux  équations  des  droites  Aj  et  Ag.  On  trouve  ainsi 

Uix'  -{-  v^y'  -h  Wi 


v\  —  Swi^i  cos  0 


U1U2  •+-  ViVo  —  (M1U2  H-  u^Vi)  cos  ô 

L'expression  Wj^  ■+-  Vi^  —  '^uiVi  cos  0  étant  toujours  posi- 
tive, le  produit  pip2  aura  le  signe  de 

E  =  {UiX'-\-Vitj'-\-Wi){lliX'-{-Vi^j'-hW2)[Ulll2-hViV2  —  {UiV2-i-U2Vi)  COS  6]. 

Si  cette  expression  est  positive,  pi  et  p2  sont  de  même 
signe,  les  deux  points  Bi  et  B2  sont  d'un  même  coté  du 
point  A,  ce  point  est  donc  dans  l'angle  obtus  des  droites  a, 
et  A2.  Si,  au  contraire,  l'expression  E  est  négative,  le  point  A 
est  dans  l'angle  aigu. 

Supposons  maintenant  que   le  point  A  soit  situé   sur  la 
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droite  A  qui  passe  par  l'intersection  de  ai  et  de  A2  et  qui  a 
pour  coordonnées    Xu^  -\-  11U2,    À^i  +  [j-v.,,    Iwi  -+-  i^w^  ;    on  aura 

d'où  Ton  tire 

X  u^x'  -\-  v^y'  -+■  tv^ 

(X  UiX'  4-  Viy'  -+-  ii\  ' 

ce  qui  montre  que  le  produit 

[u^x'  +  Ui?/'  H-  Wx)[u2x'  -\-  Voy'  4-  ith) 
a  le  signe  de    —  Xjx.     Alors  l'expression  E  aura  le  signé  de 

—  X[Jl[WiM,  +  UitJ2  —  {U1V2  -h  UiVi)  cos  6], 

et  la  réponse  à  la  question  proposée  est  la  suivante  : 

Si      X{jl[wiW2  4- UjV,  —  (Î/1U2 -i- Woî^i)  cos  6]  >>  0,      la   droite    A 
traverse  l'angle  aigu  des  deux  droites  Aj,  A2  ; 

Si      X[jl[miW2  4-^1^2  —  (W1U2 -t-W2Ui)  cos  0]  <  0,       la  droite    A 
traverse  l'angle  obtus. 
Nous  remarquerons  que  dans  tout  ce  qui  précède  nous  avons 

supposé 

W1M2 -1-^1^2  —  (i<iU2  4- W2V1)  COS  0  7^  0, 

ce  qui  revient  à  supposer  que  les  deux  droites  ne  sont  pas 
perpendiculaires. 
La  droite   A   ne  change  pas  quand   X   et    |jl   varient  de  telle 

manière  que  le  rapport  -   reste  le  même.  La  position  de  la 

droite  ne  dépend  donc  que  de  la  valeur  de  ce  rapport.  Les 

X 
considérations  qui   précèdent  prouvent  que  si  le  rapport  - 

varie  en  conservant  un  signe  constant  la  droite  A  se  déplace 
dans  le  même  angle,  et  si  ce  rapport  change  de  signe  la  droite 
A  passe  dans  l'autre  angle. 

13.  Nous  obtenons  ainsi  une  interprétation  géométrique  du 

signe  du  rapport  -  ;    on  peut  également  chercher  une  intér- 
im 
prétation  de  la  valeur  absolue  de  ce  rapport. 


10 
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Nous  allons  démontrer  que  la  valeur  absolue  de  ce  rapport 
est  proportionnelle  au  rapport  des  sinus  des  angles  que  fait  la 
droite  A  avec  les  droites  Aj  et  Ai. 

Soit  S  le  point  de  rencontre  de  Ai  et  A2  ;  d'un  point  A 
{x',  y')  pris  sur  A  abaissons  les  perpendiculaires  APi  et  AP^ 
sur  Al  et  A2. 


On  a 


d'où 


Or 


AP,  =:  SA  sin  ASa,, 
AP2  =  SA  sin  ASA2 , 

APi       sin  ASA, 


AP, 


AP2 

sin 

ASA2 

(u,x' 

+  v,y' 

+  «'.) 

sin  0 

±v/^ 

'--^vl- 

—  "tu^v 

cos  0 

[u^x' 

4-  v,y' 

-H  ^r,) 

sin  0 

d'où  Ton  tire 
AP 
AP 


:\z  >Ju\ 


2u2Vi  cos  6 


1  _       Uix'  -+-  v^y'  4-  2t\     luX  H-  vt  —  21/2^2 

2  u^x'  -f-  v^_y'  +  uh  ^  u\-\-v\  —  Swi^i 


—  21/2^2  cos  0 
>î/'-h«;2^   u\-\-v\  —  2m,î;iCOs6 
mais  comme  le  point  A  est  sur  la  droite  A,  on  a 
UiX'  -h  i\y'  4-  u\  _       fx  ^ 

en  conséquence 

APi  u  .    lui  -1-  v%  —  2^/,^;,  cos  0 

AP,  X  >'  u\-\-v{  — 2M,y,  cos  0 


*i        -u  f^  i  /^^  "*"  ^^  —  2^/2^;2  cos 
\_~        X  V  u\  -\-v\  —  ^Mi^i  cos 

Pour  simplifier  l'écriture,  posons 

/wf  -h  uf  —  2miUi  cos  ^  _  ,  . 

Vtf2_^fi  — 2M2U2  cos  0  "~  '' 

on  voit  que 


AP, 
AP, 


.A-, 


désignant  la  valeur  absolue  de  -  ,  et  par  suite 


1     sin  aSao 


k     sin  ASAi 
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Le  second  membre  de  cette  relation  ne  présente  aucune 
ambiguïté,  car  Tangle  aSA,  par  exemple  a  deux  valeurs  sup- 
plémentaires qui  ont  même  sinus. 

14.  Considérons  maintenant  une  seconde  droite  a'  passant 
par  rintersection  de  A^  et  de  i.^  ^t  ayant  pour  coordonnées 

Wui  -h  iJ.'u2,     l'vi  -+-  {JL'y2     et     )/;t'i  H-  [l'u^. 
On  aura  comme  plus  haut 

a'     _  1     sin  A'SAa  ^ 
'^'    ~~Ti'  sin  a'Sai  ' 

en  divisant  membre  à  membre  les  deux  dernières  égalités,  on 
obtient 


sin  aSAo     sin  a'SA, 


sin  aSAi     sin  a'SAi 

Or  le  second  membre  est  égal  en  valeur  absolue  à  l'un  des 
rapports  anharmoniques  du  faisceau  des  quatre  droites 
Al,  As,  A,  A'.  D'autre  part  ce  rapport  anharmonique  est  positif 
si  les  deux  droites  A  et  a'  sont  dans  le  môme  angle  des  deux 
droites   Ai  et  A,  et  négatif  dans  le  cas  contraire.  Mais  dans  le 

premier  cas  -   et  -^  sont  de  même  signe,  dans  le  deuxième 

[Jt.  tJL 

cas   de  signe   contraire  ;    on    aura  donc,    en  désignant  par 
(AA'AïAj)  le  rapport  anharmonique  en  grandeur  et  en  signe, 

(AA'AiA,)  =  -:-,' 

|Jl         [JL 

X              )/ 
Dans  le  cas  particulier  où     -  = ,  ^     les  droites  A  et  A' 

sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  Ai  et  A2. 

15.  Droite  passant  par  deux  points.  —  Soient 

au  ^  bv  -V-  cw  =  0, 

a'u-\-à'v-h  c'w  =  0 
les  équations  des  deux  points  donnés  ;  les   coordonnées  de  la 
droite  qui  joint  ces  deux  points  s'obtiendront  en  résolvant  les 
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deux  équations  par  rapport  à  u,  v,  w\  on  obtient  ainsi 

u  =  libc' — cb')^         V  =:  X(ca'  —  ac'),         w  =  \[ab'  — ba')^ 

en  supposant  que  les  équations  soient  distinctes,  c'est-k-dire 
représentent  deux  points  différents. 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  X,  ces  solutions  ne  définissent 
qu'une  seule  droite. 

16.  Condition  pour  que  trois  points  soient  en  ligne  droite.  — 

Soient 

au  -i-  bv  -{-  cw  —  0, 

au  -h  b'v  -+- c'w  —  0, 

a"  a  -j-  b"v  +  c"iu  =  0 

les  équations  des  trois  points  donnés;  pour  que  ces  points 
soient  en  ligne  droite,  il  faut  qu'il  existe  un  système  de  valeurs 
de  w,  u,  w  non  toutes  nulles  satisfaisant  aux  trois  équations 
précédentes  ;  la  condition  cherchée  est  donc 

abc 

a'     b'     c'        =  0. 

a"     b"     c" 

17.  Équation  générale  des  points  situés  sur  une  droite.  — 

Supposons  que  la  droite  soit  définie  par  deux  de  ses  points 
A  et  A',  ayant  respectivement  pour  équations 

P  =  au  -+-  bv  -i-  cw  =  0, 

V'  =  a'u-^b'c^c'w  =:  0. 

Nous  allons  démontrer  que  Téquation  générale  des  points 
situés  sur  cette  droite  est 

XP  -h  i^P'  =  0,  (5) 

À  et  [X  désignant  des  nombres  quelconques. 

Remarquons  en  premier  lieu  que  quels  que  soient  X  et  \i^ 
Téquation  (5)  représente  un  point  situé  sur  la  droite  AA'.  En 
effet,  les  coordonnées  de  cette  droite  annulant  F  et  F',  annu- 
lent   XF  -i-  H^F',     et  par  suite  vérifient  Téquation  (5). 
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En  second  lieu,  il  faut  établir  qu'on  peut  disposer  de  X  et 
de  [j.  en  sorte  que  Téquation  représente  un  point  arbitraire- 
ment choisi  sur  la  droite  AA'. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  cette  droite  ;  menons  par  le 
point  M  une  droite  ayant  pour  coordonnées  iti,  Vi,  ii\,  et  dé- 
terminons X  et  H^  en  sorte  que  l'équation  (5)  soit  satisfaite 
par  ces  coordonnées  ;  on  aura 

xp,+  |jlp;=:0, 

Pi  et  P^  désignant  respectivement  ce  que  deviennent  P  et  P' 

quand  on  y  remplace  w,  v,  lo  par  Wi,  Ui,  ii\.  On  déduit  de  cette 

relation 

X  =  P{,  f^--Pi, 

et  en  transportant  dans  l'équation  (^5),  on  a 

Pi'P— PiP'  =  0, 

équation  qui  représente  un  point  situé  sur  la  droite  AA'  et  sur 
la  droite  u^.v^.Wx.  Ce  point  est  donc  le  point  M,  et  la  propo- 
sition est  établie. 

18.  A  l'aide  des  considérations  qui  précèdent,  on  peut  obtenir 

d'une  autre  manière  la  condition  pour  que  trois  points  soient 

en  ligne  droite. 

Désignons  par 

P    =  au  -H  bv  -^civ  =  0, 

P'  =z  a'u  -t-  b'v  4-  c'iv  =  0, 

P"  =  a"u  H-  b"v  -+-  c"w  =  0 

les  équations  des  trois  points  A,  A',  A". 

Si  le  point    A"    est  sur  la  droite   AA',   son  équation  peut 

s'écrire 

XP-+-H^P'  =  0; 

cette  équation  représentant  le  même  point  que  l'équation 
P"  =  0,     leurs  coefficients  devront  être  proportionnels  et  on 

aura 

XP  4-  jjlP'  =  —  vP" 

ou 

XP-|-îaP'-hvP"  =  0. 
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Réciproquement,  s'il  existe  trois  nombres  1,  [ji,  v  tels  que 
cette  identité  ait  lieu,  les  trois  points  A,  A',  A"  sont  en  ligne 
droite.  On  tire  en  effet  de  cette  identité 

—  vP'=  ).P-i-,aP', 

ce  qui  prouve  que  le  point  A"  est  sur  la  droite  AA'. 

On  peut  donc  dire  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  les  trois  points  soient  en  ligne  droite^  est  qu'il  existe  trois 
nombres  À,  [j-,  v  différents  de  zéro  en  sorte  quon  ait  r identité 

XP_J_;J,P'_|_VP"    =    0. 

En  développant  cette  identité,  c'est-à-dire  en  écrivant  que 
les  coefficients  de  w,  r,  lu  sont  nuls,  on  a 
Xa  +  [xa'  -\-  va"  =  0, 
\b^ixb'-{~vb"  =  0, 
le  -h  ixc'  H-  vc"  =  0, 

d'où  l'on  déduit  que  le  déterminant  considéré  au  numéro  10 
est  nul. 


19.  Exercice.  —  On  donne  deux  droites,  trois  points  A,  A',  A" 
sur  Vune  de  ces  droites  et  trois  points  B^  B',  B"  sur  Vautre.  Les 
droites  A'B"  et  A"B'  se  coupent  au  point  C,  A"B  et  AB"  au  point  C, 
AB'  et  A'B  au  point  C".  Démontrer  que  les  points  C,  C,  C"  sont  en 
ligne  droite. 

Prenons  la  droite  AA'A"  pour  axe  des  x  et  la  droite  BB'B"  pour 
axe  des  ?/;  désignons  par  a,  a',  a"  et  &,  h\  b"  les  abscisses  et  ordon- 
nées de  ces  six  points. 

1      1 
La  droite   A'B"   a  pour  coordonnées     —  '  tv    et    — 1;     A"B'   a 

^  a      b 


pour  coordonnées 
donc  s'écrire  (10) 


i       1 

—  '77     et 
a       b 


—  1.     L'équation  du  point    C   peut 


TT        —  1 


=  0 


ou,  en  développant, 


\a b       a  b  j 


\a  a 
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On  a  de  même  pour  Jes  équations  des  points  C  et  C", 

\a"b"       ah)  ~  ^' 

Ajoutons  membre  à  membre  ces  trois  équations  ;  on  voit  que 
P  +  P'  +  P"  =  0, 
donc  les  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

20.  Signe  du  premier  membre  de  l'équation  d'un  point. —  Le 

premier  membre  au-^bv-^cw  de  Téquation  d'un  point 
s'annule  pour  les  coordonnées  d'une  droite  qui  passe  par  ce 
point,  mais  il  prend  une  valeur  différente  de  zéro  quand  on  y 
remplace  w,  v,  iv  par  les  coordonnées  d'une  droite  ne  pas- 
sant pas  par  le  point.  Nous  nous  proposons  d'étudier  le  signe 
de  cette  valeur  quand  la  droite  se  déplace  dans  le  plan. 

Une  droite  étant  tracée,  ses  coordonnées  ne  sont  détermi- 
nées qu'à  un  facteur  près,  de  sorte  que  le  signe  de  au-\-bv-]-cw 
ne  dépend  pas  de  la  position  de  la  droite  dans  le  plan,  puis- 
qu'en  multipliant  les  coordonnées  par  un  nombre  convenable, 
l'expression  considérée  peut  prendre  le  signe  que  l'on  veut, 
la  droite  restant  la  même.  En  conséquence,  pour  qu'à  une 
position  de  la  droite  on  puisse  faire  correspondre  sans  ambi- 
guïté un  signe  déterminé  pour  au -^  bv -\- cii\  il  est  néces- 
saire de  lixer  à  l'avance  le  signe  d'une  des  coordonnées 
w,  V,  ic. 

Menons  par  le  point  considéré  A  (supposé  à  distance  finie) 
une  parallèle  à  Oy,  et  soient  ky^  la  portion  de  cette  parallèle 
dirigée  vers  les  y  positifs  et  ky[  la  portion  dirigée  vers  les 
y  négatifs. 

Soit  maintenant  une  droite  quelconque  A  ayant  pour  coor- 
données w,  V,  IV  \  elle  rencontre  la  droite  yy]j\  en  un  point 
B  qui  a  pour  ordonnée 

nu  -h  cm 

y^  =  — ^^'' 
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prenons  la  différence  des  ordonnées  des  points  B  et  A  ;  on  a 


b  au  -f-  cw       b  nu  -\-  hv 


cw 


?/o  —  T  = 


c  cv  c  cv 

Dés  lors,  suivant  que  Tordonnée  du  point  B  est  supérieure 
ou  inférieure  à  celle  du  point  A,  le  produit  {au  -h  bv-{-  civ)cv 
sera  négatif  ou  positif. 

On  est  donc  conduit  à  la  conclusion  suivante  : 

En  supposant  u  ^  0^  V expression  au-\-bv-\-  ciu  a  même 
signe  que  cv  si  la  droite  (w,  v,  iv)  rencontre  la  parallèle  à 
Oy  menée  par  le  point  A  en  un  point  situé  sur  la  demi-droite 
ky\  ;  cette  expression  a  le  signe  de  — cv  si  la  droite  (w,  v,  w) 
rencontre  la  parallèle  sur  la  demi-droite  Ayi. 

Dans  le  cas  où.  u  =  0,  c'est-à-dire  où  la  droite  est  paral- 
lèle à  0?/,  on  mènera  par  le  point  A  une  parallèle  à  Ox  et  on 
aura  des  conclusions  analogues. 

21.  Bissectrices    d'un    angle.    —    Soient     deux     droites, 

Al  (wi,  Viy  îVi)  et  Aa  (^2,  i»2,  W2).  Les  équations  des   bissectrices 
des  angles  formés  par  ces  droites  sont 

(w^a7-hUl1y-^?^'l)sinO         (waaj-hVa.V-Hï^'â)  sin  G 
.  '  ~^  ^  /  =0.     f£  =  =b  1) 

\/ul-+-v\  —  2mi?;iCOs6         s/ul-\-vl  — 2W2U.2  cos  6 

Posons 
pi  =  ^w2  4-  Vf  —  "^u^Vi  cos  6  ,  p2  —  \/ul  -h  vj  —  ^«2^2  cos  6; 

on  voit  que  les  coordonnées  de  ces  deux  droites  seront 

1-£— 1  !-£—•>  h£ 

Pi  p2  pi  p2  Pi  p2 

En  donnant  à  e  le  signe  de  u^U2-{-ViV^  —  {u^v^ -h  ihVi)  cos  0, 
on  aura  la  bissectrice  de  l'angle  aigu  (12)  ;  à  l'autre  valeur  de 
£  correspondra  la  bissectrice  de  l'angle  obtus. 

22.  Bissectrices  des  angles  d'un  triangle.  —  Soit  le  triangle 
ABC  ;  désignons  par 

Pi  =  uix  -+-  Uj?/  -hWi  =0, 
P2  =  U2X  -h  v^y  -t-  nh_  =  0, 
P3  =  u^x  -h  v^y  -h  w^3  =  0 
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les  équations  des  côtés  BG,  CA  et  AB. 

Les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  droites  AB  et 
AC  ont  pour  coordonnées 

?2  p3  92  Pa  ?2  p3 

en  adoptant  les  mêmes  notations  que  dans  le  numéro  précé- 
dent. 

11  nous  faut  maintenant  déterminer  la  valeur  de  s  qui  cor- 
respond à  la  bissectrice  de  l'angle  A  du  triangle. 

Pour  cela,  menons  par  le  point  A  une  parallèle  AD  au  coté 
BC;  les  coordonnées  de  cette  droite  seront  de  la  forme 
lu^  -h  [j-ih,     AV2  -\-  [j-v-i,     lw2  -h  iJ-i(^i,  avec  la  condition 

lUo  -f-  [J.M3  lV2  -+-  [J-V-i 

ou 

\\UyV2  M,Vi]    =    [^[Ms^I  — Wi^s]. 

On  peut  prendre 

X  =  WyUj  M1U3,         \i.     =     U1V2   U2V1. 

Or  la  bissectrice  de  Tangle  A  du  triangle  et  la  droite  AD 
sont  dans  des  angles  différents  par  rapport  aux  droites  AB 
et  AC.  En  vertu  d'une  remarque  faite  à  la  fm  du  numéro  12, 
cette  bissectrice  s'obtiendra  en  donnant  à  e,  dans  les  expres- 
sions  qui    précèdent,    le    signe    de »    c'est-à-dire     de 

W1U3  ^1/3^1 

On  aura  de  même  les  bissectrices  des  autres  angles  du 
triangle. 

On  peut  établir  sans  peine  que  ces  trois  bissectrices  concou- 
rent en  un  même  point. 

Les  équations  de  ces  bissectrices  peuvent  s'écrire 


p. 

P, 

4-ï 

=. 

0, 

P2 

Pa 

P. 

P, 

+  £' 

=z 

0, 

P3 

pi 

COORDONNEES. 
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z,  s'  et  £"    étant  égaux   à    ±1     et  ayant  respectivement  le 
signe  de 

W1U3 UiV^  U^Vi  W,U2  ,  UjVo  —  W0U3    . 

r,  ^  et  — '—, 

U1V2  —  U2V1  u^v-i  —  W3U2  ii-iV^  —  Wira 

de  telle  sorte  que 

e=V'  =  —  1. 

Multiplions  respectivement  les  équations  des  bissectrices 
par  1,  —  £,  z-J  et  ajoutons,  on  a  une  identité  ;  donc  les 
trois  droites  passent  par  un  même  point. 

23.  Équation  de  l'ensemble  de  deux  points.  —  Si  le  premier 
membre  d'une  équation  homogène  de  degré  n  par  rapport  à 
u,  v,  w  se  décompose  en  un  produit  de  n  facteurs  linéaires, 
l'équation  représente  n  points  dont  les  équations  s'obtiennent 
en  égalant  à  zéro  les  facteurs  linéaires. 

Par  exemple,  si  l'équation  ne  renferme  que  u  et  u\  le  pre- 
mier membre  sera  développable  en  un  produit  de  facteurs 
binômes  tels  que  ua  -h  ivc^  et  par  suite  l'équation  repré- 
sentera un  certain  nombre  de  points  situés  sur  Ox. 

De  même  toute  équation  qui  ne  renferme  que  v  et  w  repré- 
sente un  ensemble  de  points  situés  sur  Oij. 

Nous  allons  considérer  une  équation  du  deuxième  degré, 

f{u,v,ic)  =  au^-i-av^-i-  aV-h2bviv  +  '^l/wu  -+-  W'uv  =  0,   (6) 

et  supposer  que  le  premier  membre  est  décomposable  en  un 
produit  de  deux  facteurs,  c'est-à-dire  que 

a    h"     b' 
A  =:       //'    a!     b        =0. 

b'     b     a!' 

On  a  alors  une  identité  de  la  forme 

f[u,  V,  iv)  =  (mx  -+-  u?  +  w^()  {ux'  -+-  v^'  -h  iv-{)  ; 
l'équation  représente  les  deux  points  qui  ont  respectivement 
pour  coordonnées  homogènes  a,  p,  7  et  «',  ji',  ï'. 
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On  déduit  de  cette  identité 


a  =  aa',  a!  ■=  ,3^',  a"  =  77', 

2Ô  =  ?/  +  Y?',         n'  =  Ya'  +  a/,         2b"  =  ap'  -f-  px'. 

Si     a"  7^  0,     les  deux  points  sont  à  distance  finie. 


(7) 


24.  Si  tous  les  mineurs  du  discriminant  A  ne  sont  pas 
nuls,  f{u,  V,  iv)  est  décomposable  en  un  produit  de  deux  fac- 
teurs distincts, 

f{u,  V,  ?r)  =  P.Q, 
en  posant 

l*  =  UOL -\- v^ -\-  2V^  ,  Q  =  ux'  -j-  v'^'  4-  w^. 

En  prenant  les  dérivées  partielles,  on  a 

f:  =  aQ  +  a'P, 

U  =  ïQ  +  ï'P, 

ce  qui  montre  que  les  trois  équations 

fu  =  0,  f::  =  o,  f,i  =  0 

ont  un  seul  système  de  solutions  ;  ce  sont  les  coordonnées  de 
la  droite  qui  passe  par  les  points  F  et  Q. 

Si  au  contraire  tous  les  mineurs  de  A  sont  nuls,  /"(w,  v,  w) 
est  carré  parfait,  l'équation  (6)  représente  un  point  double, 
les  dérivées  partielles  /"J,  /!',  f',.  sont  proportionnelles  ,  et 
en  les  égalant  à  zéro,  on  a  un  système  d'équations  vérifiées 
par  une  droite  quelconque  passant  par  le  point  double. 

25.  Dans  ce  qui  suivra,  nous  désignerons  selon  l'usage  par 
A,  A',  A",  B,  B',  B"  les  coefficients  des  petites  lettres  corres- 
pondantes dans  le  développement  de  a  ;  on  aura  alors 

A  =  a'a"—b\  B  =b'h"  —  ah, 

h!  =  a"a  —  b'\  B'=  b"b  —  a'b\ 

A"  =  aa'  —  b"\  B"  =  bb'  —  a"b". 
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On  sait  que  l'on  a  également  les  formules 

A'A"  —  B^  =  aA,  B'B"  —  AB  =  6a, 

A"A— B'2  ^  a'A,  B"B  — A'B'  =^  h\, 

AA'  —  B"2  =  a"A,  BB'  —  A'B'  =  h\. 

Si  A  est  nul,  comme  nous  le  supposons  ici,  les  trois  nom- 
bres A,  A',  A"  sont  de  même  signe. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  points  soient  à  distance 
finie,  c'est-à-dire  a" 7^0,  et  proposons-nous  de  déterminer 
dans  quel  cas  ils  sont  réels. 

On  peut  écrire 

f{u,v,iv)  =  1.^  {a"iu-^bv^b'uY—^^^~^„  ^^  -hau'-^a'v^-^W'uv, 
a"f(u,  V,  iv)  =  {a  IV  -+- bv -h  b'uf  -^  A'u'  —  2B"uv  -h  Av\ 

Les  deux  nombres  A  et  A'  ne  peuvent  être  nuls  en  même 
temps,  car  la  relation 

AA'  — B"2  =  a"A  =  0 

entraînerait,    B"  =  0  ;     /(w,  v,  w)     serait  alors  carré  parfait 
et  les  deux  points  seraient  confondus. 
Supposons    k'  :^0  ;     on  aura 

1 

a"f{u,v,w)  =  {a"iv-^bv-{-b'uy^ — -,  (A'i/— B"y)^ 

A 

On  voit  alors  que  si  A'  <  0,  /"(w,  y,  ?t>)  est  décomposable 
en  un  produit  de  deux  facteurs  réels,  Téquation  représente 
deux  points  réels. 

Si    A'>  0,     elle  représente  deux  points  imaginaires. 

Supposons  maintenant    a"  =  0  ;     on  peut  écrire 

f(u,  v,w)  =  au^  -h  a'v^  -h  2b"uv  -h  'îLic{bv  -h  b'u), 
et  comme  on  a 

A  =  —  ab^  —  a'b"  -h  'ibb'b"  =  0, 

on  voit  que  bv-\-b'u  divise  au^-\-a'v^  -\-  tb"ui\  car  en 
remplaçant  dans  cette  dernière  expression  u  par  6  et  u  par 
—  b\     on  obtient 

ab^  H-  a'b"  —  2bb'b"  =  —  A  =  0. 
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Si  donc  b  et  b'  ne  sont  pas  nuls  en  même  temps,  Téquation 
représente  deux  points  réels  dont  l'un  est  à  Finfmi. 
Enfin  si     b  =  b'  =  0^     Féquation  se  réduit  à 

air  -+-  a'v^  H-  2b"uv  =  0  ; 

elle  représente  deux  points  à  l'infini,  réels,  imaginaires  ou 
confondus,  selon  que  aa' — b"^  ou  A"  est  négatif,  positif 
ou  nul  (*^  / 

Il  résulte  de  là  que  si  l'un  des  trois  nombres  de  même  signe, 
A,  A',  A",  est  différent  de  zéro,  l'équation  représente  deux 
points  distincts,  réels  si  ce  nombre  est  négatif  et  imaginaires 
dans  le  cas  contraire. 

Si  les  trois  nombres  A,  A',  A"  sont  nuls,  tous  les  mineurs 
du  discriminant  sont  nuls  et  l'équation  représente  un  point 
double. 

En  résumé  : 

A  -i-  A'  -f-  A"  <  0  ;     l'équatio  n  représente  deux  points  réels  ; 
A  -h  A'  -f-  A"  >>  0  ;  —  —  deux  points  imaginaires  ; 

A-hA'-hA"  =  0;  —  —  un  point  double. 

26.  Cherchons  maintenant  l'équation  de  la  droite  qui  joint 
ces  deux  points. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

Pour  pouvoir  exprimer  les  coefficients  en  fonction  de 
a,  a',  ...,  multiplions  le  premier  membre  par  py'  —  yp'  et  re- 
marquons que 

(?T'-tP?  =  {h  +  -{?Y-W?'r('  =  Mb^-a'a')  =  -4A, 
(Pï'-#)(T''-n')  =  2TY'(-P'+P-')-(fY'  +  Y?')(ï>'H-«Y') 
=  i(a"h"  —  bb')  =  -iB", 

=  i[a'h'  —  lfb)  =  —  4B'. 
(1)  On  trouvera  le  tableau  résumant  celte  discussion  au  numéro  98. 
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L'équation  de  la  droite  peut  donc  s'écrire 

Ax-hB"y-hB'z  =  0. 

En  multipliant  de  même  le  premier  membre  de  Téquation  de 
la  droite  par  ya'  —  ay',  puis  par  ap' — ^a',  on  obtient  suc- 
cessivement pour  équation  de  la  môme  droite 

B"x  -h  k'y  -h  B:;  =  0, 

B'x  -h  B?/  +  A"s  =  0. 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  les  demi-déri- 
vées  partielles  de  la  fonction 

cp(a7,  y,  z)  =  kx^  -h  A'î/2  -I-  A"z2  _^  2B?/s  +  Wzx  -f-  2B"ic?/, 

qui  est  ce  qu'on  appelle  la  forme  adjointe  de    f[u,  v,  w). 

Comme  ces  trois  dérivées  sont  proportionnelles,  cette  forme 
est  carré  parfait  ^^\  et  en  égalant  sa  racine  à  zéro  on  obtient 
l'équation  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points. 

Si  donc  on  désigne  par  u\  v\  w'  les  coordonnées  de  cette 
droite,  on  aura  l'identité 

Xcp(a?,  y,  z)  ^  {u'x-\-  v'y  4-  iv'zY, 
d'où  l'on  déduit 

w'2  =  XA,  u'2  ^  XA',                iv''  =  AA", 

v'iu'  =  AB,  îu'u'  =  XB',                u'v'  =  XB". 

27.  On  peut  obtenir  ce  résultat  par  un  autre  procédé  plus 
simple. 

Désignons  par  P  et  Q  les  deux  points  représentés  par 
l'équation  (6)  ;  joignons  ces  deux  points  à  un  point  quelconque 
M(x,  y,  z)  du  plan;  les  coordonnées  des  droites  MP  et  MQ 
satisferont  aux  deux  équations 

/(m,  V,  w)  =  0, 
ux-\-  vy-\-wz  =  0. 


(1)  Cela  résulte  aussi  de  ce  que  les  mineurs  du  discriminant  de  cette 
forme  sont  nuls,  d'après  les  formules  du  numéro  25  où  Ton  suppose 
A  =  0. 
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Ces  équations  admettent  en  général  deux  systèmes  de  solu- 
tions ;  si  l'on  écrit  que  ces  deux  systèmes  sont  les  mômes, 
on  aura  la  condition  pour  que  le  point  M  soit  sur  la  droite  PQ, 
c'est-à-dire  l'équation  de  cette  droite. 

De  la  deuxième  équation,  tirons  la  valeur  de  ic  en  suppo- 
sant -  ^  0,  et  transportons  dans  la  première  ;  on  obtient, 
en  ordonnant  par  rapport  à  w, 

w2(as2  —  <ib'zx  +  a"x^)  -+-  1uv{b"-J  —  bzx  —  b'yz  h-  a"xy) 

4-  v\a'z^  —  ^bijz  -f-  a"if)  =  0, 

et  pour  que  cette  équation  admette  une  racine  double,  il  faut 

qu'on  ait 

{az^  —  ^b'zx  -+-  a"x^){a'z^  —  2byz  -+-  a'\/) 

—  (b"z^  —  bzx  —  b'yz  -+-  a"xyY  =  0  ; 

développons,  supprimons  le  facteur  z^  qui  n'est  pas  nul  ;  il 
reste 

{a'a"  —  b^)x^  H-  [a!' a  —  b'^)y^  +  [aa'  —  b"')z'  -\-  %b'b"  —  ab)xjz 

-i-^b"b  —  a'b')zx-h2{bb'—a"b")xy  =  0 
ou 

Ax^  H-  A'if  -f-  A"z^  +  2B?/s  +  2B'zx  -+-  ^B"xy  =  0. 

Le  premier  membre  est  carré  parfait  en  vertu  des  formules 
du  numéro  25  ;  sa  racine  donne  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion de  la  droite  PQ. 

28.  Pôle  d'une  droite  par  rapport  à  un  système  de  deux 
points.  —  Soient  P  et  Q  les  deux  points  donnés  et  A  la  droite. 
Cette  droite  rencontre  PQ  en  un  point  H,  et  le  conjugué  har- 
monique de  H  par  rapport  à  P  et  Q  est  par  définition  le  pôle 
de  la  droite  A  par  rapport  aux  points  P  et  Q. 

Connaissant  l'équation 

/•(M,  V,  w)  =  0 

de  l'ensemble  des  points    P  et  Q,    et  les  coordonnées  Vq, 
Uq,  Wq    de  la   droite   A,   nous   allons    former  l'équation   du 
pôle  de  cette  droite. 
Considérons  pour  cela  une  droite  quelconque  D,  de  coor- 
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données  u,  v,  w,  qui  rencontre  A  en  un  point  M  ;  toute 
droite  passant  par  le  point  M  a  des  coordonnées  de  la  forme 
lu  4-  HLWo,  Iv  4-  [^^01  ^'^^'  +  !^'''oi  et  les  valeurs  de  X  et  de  [x 
correspondant  aux  droites  MP  et  MQ  seront  racines  de  l'é- 
quation 

f\Xu  -h  I-tWo,      "^'V  +  ;ay^,      Iw  -h  [XiOç^)  =  Q 
OU 

Pour  que  la  droite  D  passe  par  le  pôle  de  la  droite  A,  il  faut 
que  MP  et  MQ  soient  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à 

D  et  A,  c'est-à-dire  que  les  valeurs  de  -  tirées  de  Téquation 

précédente  soient  égales  et  de  signe  contraire.  On  aura  donc 
pour  l'équation  du  pôle, 

y  fa    +  Vf:,    -h  Wfn.     =   0,  • 

et  par  conséquent  les  coordonnées  homogènes  de  ce  pôle  sont 

/UqI    Jvo      Gt     /j,.jj. 

29.  Dans  le  cas  où  les  deux  facteurs  de  f{u,  v^  ?/;)  sont  mis 
en  évidence,  si  par  exemple 

f{u,  V,  w)  =  PQ, 

P  et  Q  désignant  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de 
u,  V,  IV,  on  verra  sans  peine  que  Féquation  du  pôle  de  la 
droite  A  est 

pQ  et  Qo  désignant  ce  que  deviennent  P  et  Q  quand  on  y 
remplace  w,  v,  w  respectivement  par  w^,  v^,  ir^^. 

30.  Propriété  du  triangle.  —  Soit  un  triangle  k^C  ;  désignons 
'par  A',  B',  C  les  pôles  d'une  droite  A  par  rapport  aux  couples  de 
points  (B,  C),  (C,  A),  (A,  B)  ;  les  droites  A  A',  BB',  CC  concourent  en 
un  même  point  H.  Si  A",  B",  C"  désignent  les  points  de  rencontre  de 
A  avec  les  côtés  BC,  CA,  AB,  les  droites  B'C,  C'A',  A'B'  passent  res- 
pectivement par  les  points  A",  B",  C".  Enfin,  soient  Ai,  Bi,  Ci  les 
points  de  rencontre  des  droites  BB"  et  CC",  CC"  et  AA",  AA"  et  BB"; 
les  droites   AAi,   BBi  et  CCi  passent  par  le  point  H. 
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Soient 


P  =  0, 


Q  =  o, 


R  =  0 


les  équations  des  sommets   A,  B,  G  du  triangle,   et  Wq,  ^c 


les 


coordonnées  de  la  droite  A. 
L'équation  du  point  A'  est 

par  conséquent  le  point  qui  a  pour  équation 

JP 

Po 

est  situé  sur  la  droite  AA',  et  comme  son  équation  est  symétrique 
par  rapport  à  P,  Q,  R,  ce  point  est  aussi  situé  sur  les  droites  BB' 
et  ce  ;  c'est  le  point  H. 

Les  équations  des  points  B'  et  C  sont 

R       P 


-  +  ^  =  0; 


+  :^  =  0; 


-I-- 


en  les  retranchant,  on  obtient 

Qo 

équation  d'un  point  situé  sur  B'C  et  aussi  sur  BG  et  sur  la  droite  A  ; 
il  en  résulte  que  B'C  passe  par  le  point  A". 

L'équation  générale  des  points 


situés  sur  AA"  est  alors 
XP 


9: 

Qo 


de  même  l'équation  générale  des 
points  situés  sur  BB"  est 


p 
y-Q  +  r 

A  0 


=  0 


il  en  résulte  que  l'équation  du 
point  Cl,  intersection  des  droites 
AA"  et  BB",   est 

Po 

et  l'on  voit  immédiatement  que 
la  droite  CCi  passe  par  le  point  II,  puisque  tous  les  points  de  cette 
droite  ont  pour  équation 
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=  0 


en  y  faisant    X  =  —  ,   on  obtient  l'équation  du  point  H. 

On  dit  que  Ja  droite  A  est  la  polaire  du  point  II  par  rapport  au 
triangle  ;  les  résultats  qui  précèdent  donnent  un  moyen  très  simple 
de  construire  le  point  II  connaissant  la  droite  A,  ou   inversement. 


EXERCICES     ET     NOTES 


1.  Triangles  homologiques.  —  Si  deux  triangles  ont  leurs  som- 
mets sur  trois  droites  concourantes,  les  côtés  correspondants  se  coupent 
en  trois  points  en  ligne  droite,  et  réciproquement ^  si  les  côtés  de  deux 
triangles  se  coupent  en  trois  poitits  en  ligne  droite,  les  sommets  cor- 
respondants sont  deux  à  deux  sur  trois  droites  concourantes. 

Soient  S  =  0,  A  =r  0,  B  r=  0, 
C  =r  0  les  équations  des  points  S, 
A,  B,  C. 

Les  points   A',  B',  C  auront  pour 
équations 
A'=SH-aA  =  0,     B'=S  +  &B  =  0, 

C  =  S  +  cG  =  0, 
puisque  ces  points  sont  respective- 
ment sur  les  droites    SA,  SB,  SG. 

Les  points  a,  p,  y    ont  alors  res- 
pectivement pour  équations 
^B  — cC  =  0,  cG— «A  =  0, 

aA  —  &B  =  0  ; 
ils  sont  en  ligne  droite. 
Établir  la  réciproque  par  un  procédé  analogue. 

2.  Si  les  n  sommets  d'un  polygone  décrivent  des  droites  con- 
courantes et  si  n  —  1  côtés  passent  par  n  —  1  points  fixes,  le  n* 
côté  passe  par  un  point  fixe,  ainsi  que  les  diagonales. 

3.  On  considère  toutes  les  coniques  passant  par  deux  points  et  tan- 
gentes à  deux  droites.  Démontrer  que  la  corde  des  contacts  passe  par 
un  point  fixe. 

Prenons  pour  axes  les  deux  droites,  x^,  y^  et  xy,  t/i  désignant  les 
coordonnées  des  deux  points. 
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L'équation  générale  des  coniques  sera 

^Xxy  +  [ux  -\-  vy  -\-  wY  =  0. 

Ecrivons  qu'elle  passe  par  les  deux  points   et  éliminons  X  ;   on 
trouve 


[uXq  H-  vy^  -\-  wY  [uxi  4-  vy^ 


w 


^o2/o  a^ii/i 


équation   qui   représente  deux  points,  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  points  donnés. 
La  corde  des  contacts  passe  par  l'un  ou  l'autre  de  ces  points. 

4.  Étant  donné  un  quadrilatère,  on  détermine  les  pôles  d\me 
droite  par  rapport  aux  trois  systèmes  de  points,  extrémités  des  trois 
diagonales  ;  démontrer  que  ces  pôles  sont  en  ligne  droite.  Cas  où  la 
droite  est  à  l'infini. 

5.  Étant  donnée  une  équation  du  deuxième  degré,  f{u,  v,  w)  =  0, 
qui  représente  deux  points,  déterminer  la  distance  de  ces  deux 
points. 

En  conservant  les  notations  des  numéros  23  et  suivants,  le  carré 
de  cette  distance  est 

•       (va-  -  gf  )2  4-  (jây-  -  Y^-)2  -  2(Ya-  -  af  )(lâf  -  y^)  cos  0 

?7^  "' 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

,     A-hA'  — 2B"cos  e 

-^ ^^ • 

Déduire  de  là  la  condition  de  réalité  des  deux  points. 

6.  Trouver  l'équation  dit  cercle  admettant  pour  diamètre  la  droite 
joignant  les  deux  points  représentés  p)ar  l'équation    f{u,  v,  ic)  =  0. 

7.  Étant  donnée  l'équation  de  deux  points,  f[u,  v,  ic)  rr  0,  inter- 
préter la  condition     f{u,  v,  w)  >  0. 

8.  Soit  ABCD  un  quadrilatère  et  A  une  droite  quelconque,  soit  a 
le  pôle  de  A  par  rapport  aux  points  A  e^  B,  p  le  pôle  de  cette  même 
droite  par  rapport  aux  points  0  et  \)  ;  menons  la  droite  ol'^  ;  faisons  une 
construction  analogue  sur  les  côtés  opposés  AG,  BD  et  sur  les  diago- 
nales AD,  BC   .•  les  trois  droites  obtenues  passent  par  le  même  poirit. 


CHAPITRE    II 

GÉNÉRALITÉS    SUR    LES    COURBES 
ET  PRINCIPE  DE  DUALITÉ 


31 .  Considérons  maintenant  une  équation  homogène,  algé- 
brique ou  transcendante,  entre  les  coordonnées  w,  v,  lo  d'une 

droite, 

f{u,  V,  w)  =  0.  (1) 

Nous  allons  montrer  que  toutes  les  droites  dont  les  coor- 
données satisfont  à  cette  équation  sont  en  général  tangentes 
à  une  certaine  courbe  que  nous  chercherons  à  déterminer. 

Le  problème  revient  à  chercher  l'enveloppe   de  la  droite 

qui  a  pour  équation 

ux -{- vij -^  îvz  =  0  (î2) 

quand  ses  coefficients  satisfont  à  Téquation  (1). 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  l'équation  de  la  droite  ne  ren- 
ferme que  deux  paramètres  indépendants,  lesquels  sont  liés 
par  une  relation  ;  nous  sommes  dans  un  cas  particulier  de  la 
théorie  générale  des  enveloppes.  Il  est  bon  de  mettre  en  évi- 
dence les  deux  paramètres. 

Remarquons  pour  cela  que  la  droite  dont  on  cherche  le 
point  limite  (*)  ne  peut  à  la  fois  passer  par  l'origine  et  être  pa- 
rallèle aux  deux  axes  ;  nous  pouvons  donc  supposer  que  l'un 


(1)  C'est-à-dire  le  point  où  la  droite  touche  son  enveloppe,  ou  encore  la 
position  limite  du  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la  droite  infini- 
ment voisine. 


I 
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des  coefficients  w,  v,  w  est  différent  de  zéro,  par  exemple 
^^  Tf:  0  ;  ce  coefficient  peut  alors  être  considéré  comme  cons- 
tant, il  ne  reste  plus  que  les  deux  paramètres  w  et  v  ;  on  peut 
appliquer  la  méthode  générale,  le  point  limite  est  déterminé 
par  l'équation  (2)  et  Téquation  suivante  : 

X         y 

rrtr 

qui  peut  aussi  s'écrire 

X        y         ux  -\-vy         —  wz   z 


ou 

^  =  1  =  L.  (3) 

{L    n    A  ^  ^ 

Si  Ton  supposait  w  :^  0,  il  est  clair  qu'on  obtiendrait  les 
mêmes  équations  (3).  On  voit  donc  que  dans  tous  les  cas  et 
quelle  que  soit  la  droite  considérée  dont  les  coordonnées  sa- 
tisfont à  (1),  le  point  limite  de  cette  droite  est  déterminé  par 
les  équations  (2)  et  (3). 

On  aura  l'équation  de  l'enveloppe  en  éliminant  w,  x)^  to 
entre  les  équations  (2)  et  (3). 

Il  est  en  effet  inutile  de  se  servir  de  l'équation  (1),  puis- 
qu'elle se  déduit  des  équations  (3)  en  tenant  compte  de  la  rela- 
tion (2). 

On  obtiendra  ainsi  une  équation  homogène  en  a?,  y,  s,  qui 
sera  l'équation  d'une  courbe,  et  toutes  les  droites  dont  les 
coordonnées  satisfont  à  l'équation  (1)  seront  tangentes  à  cette 
courbe, 

32.  Réciproquement^   étant  donnée   l'équation  d'une  courbe 

cp(a:,  y,  z)  =  0, 

on  sait  que  les  coordonnées  des  tangentes  à  cette  courbe  sa- 
tisfont à  une  équation  homogène  en  w,  u,  iv.  On  obtient  cette 
condition  en  éliminant  x,  y,  z  entre  les  équations 

u        V        w 

?i  ~  ?J  ~  ?=' 
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et 

ux  -+-  vy  -+-  tvz  =  0. 

33.  Ainsi,  à  côté  de  réquation  d'une  courbe,  c'est-à-dire  de 
la  relation  à  laquelle  satisfont  les  coordonnées  de  tous  les 
points  de  cette  courbe,  vient  se  placer  une  nouvelle  équation, 
non  moins  importante,  entre  les  coordonnées  des  tangentes  à 
cette  courbe. 

Nous  appellerons  cette  dernière  équation  Yéquation  tangen- 
tietle  de  la  courbe ,  et,  pour  éviter  toute  confusion,  nous  qua- 
lifierons de  ponctuelle  l'équation  entre  coordonnées  de  points 
que  l'on  considère  au  début  de  la  géométrie  analytique. 

En  résumé,  l'e^/wa^/on  far?^^n/ie//e  d'une  courbe  est  la  rela- 
tion que  doivent  vérifier  les  coordonnées  d'une  droite  pour 
que  cette  droite  soit  tangente  à  la  courbe,  de  même  que 
réquation  ponctuelle  est  la  relation  que  doivent  vérifier  les 
coordonnées  d'un  point  pour  que  ce  point  soit  sur  la  courbe. 

On  déduit  ces  équations  l'une  de  l'autre  à  l'aide  des  calculs 
indiqués  plus  haut  ;  on  en  constatera  sans  peine  l'analogie 
complète. 

On  voit  ainsi  qu'une  courbe  est  aussi  bien  déterminée  par 
son  équation  tangentielle  que  par  son  équation  ponctuelle. 

34.  Classe  d'une  courbe.  —  Supposons  que  l'équation  tan- 
gentielle d'une  courbe  soit  algébrique,  il  en  sera  de  même  de 
son  équation  ponctuelle  ;  on  dit  alors  que  la  courbe  est  algé- 
brique. 

Nous  allons  montrer  que  l'équation  tangentielle  a  toujours 
le  même  degré,  quels  que  soient  les  axes  de  coordonnées  aux- 
quels on  rapporte  la  courbe. 

Nous  établirons  dans  ce  but  les  formules  très  importantes 
de  transformation  de  coordonnées  qui  nous  seront  très  utiles 
dans  la  suite. 

Soit  ux  4-  vy  -+-  ir  =  0 

l'équation  d'une  droite  D  rapportée  à  deux  axes  de  coordonnées 
xOy  faisant  l'angle  6. 
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Considérons  un  deuxième  système  d'axes,  x-'0'y\  définis 
parles  coordonnées  /9,  q  de  l'origine  0'  et  parles  angles  a  et 
p  que  fait  Ox  avec  les  directions  O'x'  et  O'y'. 

L'équation  de  la  droite  D  dans  ce  nouveau  système  sera  de 

la  forme 

u'x'  -{-  v'y'  -\-  lo'  =  0 . 

Nous  nous  proposons  de  calculer  w,  v  et  w  en  fonction  de 
i/,  v'  et  îc'. 

Entre  les  coordonnées  x,  ?/,  et  x\  ij  d'un  môme  point,  on 
a  les  formules  connues 

x'  sin  (0  —  a)  -f-  y'  sin  (0  —  S) 

X   z=  '— '^ ^+p, 


V 


sin  0 

x'  sin  cn-^y'  sin  [3 
sin  0 


de  telle  sorte  que  l'équation  de  la  droite   D   par  rapport  au 
système  x'O'y'  sera 

[a?'sin(6— a)-i-î/'sin(0— B)         n        ra?'sina+?/'sin  B       i 
sm  6  'J       L         smO  ^J 

ou 

wsinfO — a)-!-t^sina    ,     i^sinfO — 8)4-1; sin  B    , 
smO  sinO  '^ 

Mais  comme  nous  écrivons  aussi  l'équation  de  cette  droite 

sous  la  forme 

u'x'  -\-v'y'-\-îv'  =  0, 


on  aura 


u  sin  (6  —  a)  +  u  sin  a  _      , 

w  sin  (6  —  C:)  +  î;sin^  , 

sin  0  —   ^    ' 

vp  -^vq  -\-  V)  =  X?r', 

X  étant  un  nombre  arbitraire,  différent  de  zéro. 
En  résolvant  par  rapport  à  w,  u,  te,   on  obtient 
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.      u'  sin  3  —  v'  sin  a 
U=k'  ^ — ■ ■ , 


sin  ([â  —  a) 
,     —  i/ sin  (0  —  S) -+- 1;' sin  (e  —  a)  ^    ^,, 

sni  0  —  a)  ' 

_" — /)sin3-h(7sin(0  — 3)    ,      wsina— <7sin(0-a) 


-t 


sin  ([3 — a)  sin(ii — a^ 


Telles  sont  les  formules  générales  de  la  transformation  de 
coordonnées. 

Si 

f{u,  V,  iv)  =  0 

est  Téquation  tangentielle  d'une  courbe  G  par  rapport  aux 
axes  xOy^  on  aura  Féquation  de  cette  même  courbe  par 
rapport  aux  axes  x'O'y'  en  remplaçant  w,  u,  w  par  leurs 
valeurs  (4)  en  fonction  de  u\  v',  w'. 

Comme  w,  v,  iv  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes 
de  ?/,  v',  iD\  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe 
conservera  le  môme  degré. 

C'est  ce  nombre  qu'on  appelle  la  classe  de  la  courbe. 

Le  nombre  A   disparait  dans  la  substitution. 

Si  les  nouveaux  axes  sont  parallèles  aux  premiers  et  ont  le 
même  sens,  les  formules  (4)  deviennent 

u  =  Àa',  \ 

V  =  Iv',  i  (5) 

IV  =  l{ —  pu'  —  qv'  -h  w').     j 

Enfin,  on  peut  aussi  définir  les  directions  O'x'  et  O'ij'  en 
donnant  les  coordonnées  de  leurs  points  directeurs  ;  c'est-à- 
dire  les  coordonnées  des  points  situés  à  l'unité  de  distance  de 
l'origine  0  sur  les  parallèles  à  ces  directions  menées  par  ce 
môme  point  0.  Si  a,  ^  et  a',  ^'  désignent  les  coordonnées  de 
€es  points  directeurs,  on  a  les  formules  de  transformation 

X  =  eux'  -+-  ol'}j'  -1-/9, 
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on  en  déduit  les  formules 

Iv'  =  wa'  -H  vi\  y  (6). 

\tv'  =  up-\-vq  -h  IV,     ) 
d'où  Ton  peut  tirer  w,  t»,  ic  en  fonction  de   u\  v\  w' . 

35.  La  classe  d'une  courbe  est  égale  au  nombre  de  tangentes 
qu^on  peut  mener  à  la  courbe  par  un  point  quelconque  du  plan. 

Si  rco,  î/o,  Zq  désignent  les  coordonnées  du  point,  les  tan- 
gentes issues  de  ce  point  à  la  courbe  seront  déterminées  par 

les  équations 

f(u,  V,  iv)  =  0, 

ux^  -h  vij^  -h  ivz,  =  0, 

et  le  nombre  de  solutions  est  égal  au  degré  de  la  fonction 

f{u,  V,  w). 

36.  On  sait  qu'en  général  par  un  point  on  peut  mener 
m(m  —  1)  tangentes  à  une  courbe  de  degré  m;  il  en  résulte 
que  la  classe  de  cette  courbe  est  en  général  m{m  —  1)  ;  mais  ce 
nombre  peut  se  réduire  si  la  courbe  présente  des  points  mul- 
tiples. 

Comme  les  équations  tangentielle  et  ponctuelle  d'une 
courbe  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  des  calculs  entièrement 
analogues,  le  degré  d'une  courbe  de  classe  m  est  en  général 
m  {m  —  1);  mais  il  peut  se  réduire,  comme  nous  le  verrans 
plus  loin,  si  la  courbe  présente  des  tangentes  multiples. 

37.  Nous  allons  maintenant  appliquer  ces  considérations 
générales  à  quelques  cas  particuliers. 

Nous  avons  vu  au  numéro  23  que  si  l'on  suppose 


A  = 


a  b"  b' 
b"  a'  b 
b'     b     a" 


=  0, 
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réquation 

f{u,v,2v)  =  au^  -ha'v^  ^  a"iv^  -i-'^bviv-h^b'wu-h^b"uv  =  0     (7) 

représente  deux  points. 

Supposons  maintenant  a  7^  0  ;  l'équation  représente  alors 
une  courbe  de  deuxième  classe  dont  nous  allons  chercher 
réquation  ponctuelle. 

Les  relations 

-  z=  ^  =  -, 

fu  Jv  Jw 

UX  -^  VIJ  -\-  IVZ  =  0, 

entre  lesquelles  on  doit  éliminer  w,  v,  lo,  peuvent  s'écrire 


au  H-  b"v  H-  b'io  —  \x  =  0, 

b"u  4-  a'v  H-  bîv  —  X?/  =  0, 

b'u  -+-bv  -^  a"iv  —  Iz  =  0,     l 

ux-i-  vij-\-  iVZ  =  0.     / 

Le  résultat  de  l'élimination  est 


(8) 


a  b"  y  X 

b"  a'  b  y 

b'  b  a"  z 

X  y  z  0 


0, 


équation  qui  est  du  deuxième  degré  ;  donc  les  courbes  de 
deuxième  classe  sont  du  deuxième  degré. 

En  développant  le  déterminant  qui  figure  dans  le  premier 
membre,  on  obtient  un  résultat  fort  remarquable,  qu'on  peut 
d'ailleurs  faire  apparaître  plus  simplement  en  dirigeant  l'éli- 
mination d'une  manière  différente. 

Résolvons  les  trois  premières  équations  du  système  (8)  par 
rapport  à  w,  u,  iv  en  appliquant  la  règle  de  Cramer,  et  en 
désignant  comme  nous  l'avons  déjà  fait  par  A,  A',  A",  B,  B',  B" 
les  coefficients  des  petites  lettres  correspondantes  dans  le 
développement  du  déterminant  a. 
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On  obtient 

XV  =  l{B"x-^\'ij-i-'Bz), 
XIV  ==  l{B'x-hBij-{-X"z); 

il  ne  reste  plus  alors  qu'à  transporter  ces  valeurs  de  w,  v,  w 
dans  la  dernière  équation  du  système  (8),  ce  qui  donne 

o{x,  y,  :;)  =  Aa?2-hAy-f-AV-|-2Bî/s-t-2B'«a?-f-2B"a?iî/  =  0;  (9) 

on  a  ainsi  Téquation  ponctuelle  de  la  conique. 


On  vérifiera  aisément  que 

?(^.  y^  -)  =  — 


a  b"  b'  X 

b"  a'  b  y 

b'  b  a"  z 

X  y  z  0 

si  Ton  désigne  par  A'  le  discriminant  de  la  fonction  o[x^  ?/,z), 

A     B"     B' 

B"    k'     B 
B'     B     A" 


A' 


on  sait  que 


(1) 


A  =  A^ 


on  en  conclut  que     a'  ^  0,     et  par  suite  que  l'équation  (9) 
représente  une  véritable  conique. 

38.  Réciproquement,  si  Ton  donne  Téquation  ponctuelle 
d'une  conique,  l'équation  (9),  par  exemple,  on  aura  Téquation 
langentielle  par  un  calcul  identique  ;  on  obtiendra  Téquation 

A     B"    B'    u 
B"    k'    B     V 

B'     B      k"     lu 


IV 


0 


0, 


(1)  On  le  démontre  en  faisant  le  produit  des  deux  déterminants  A  et  a'  ; 
on  obtient  un  déterminant  de  même  ordre  dont  tous  les  éléments  sont 
nuls,  sauf  ceux  de  la  diagonale  principale  qui  sont  égaux  à  A-  On  a  alors 


AA'=  A'. 


d'où 
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qui  peut  s'écrire,  développée,  en    changeant  le  signe  du  pre- 
mier membre, 

a,  a,  a",  p,  p',   p"  désignant  les  coefficients  de  A,  A',  A",  B, 
B',  B"  dans  le  développement  du  déterminant  a'. 

Mais  cette  équation  n'est  autre  que  l'équation  (7),  puisqu'on 
a  vu  au  numéro  25  que  l'on  avait 

a  =  A'A"  — B^  =  aA,         |i  =:  B'B"  — AB  =  ^A,         

En  résumé,  pour  déduire  les  équations  tangentielle  et  ponc- 
tuelle d'une  conique  l'une  de  l'autre,  il  suffit  de  remplacer 
dans  l'une  des  équations  les  coefficients  par  les  mineurs  cor- 
respondants du  discriminant  et  les  coordonnées  de  droites  par 
des  coordonnées  de  points,  ou  inversement. 

39.  Nous  avons  vu,  aux  numéros  23  et  suivants,  que 
si  A  =  0,  l'équation  (7)  représente  deux  points,  et  que  la 
fonction 

'  o[x,  y,  z)  =  Aa,-^  -+-  A^'  H-  A'z^  -h  2Bt/s  +  2B'c.r  +  2B"a:?/ 

est  carré  parfait. 

On  peut  donc  dire  que  l'équation  ponctuelle  représente  une^ 
droite  double,  qui  est  la  droite  joignant  les  deux  points. 

Si,  de  plus,  tous  les  mineurs  de  a  sont  nuls,  cp(x,  ?/,  -)  est 
identiquement  nul. 

On  verrait  de  la  même  manière  qu'étant  donnée  l'équation 
ponctuelle  de  l'ensemble  de  deux  droites,  le  premier  membre 
de  l'équation  tangentielle  correspondante  est  carré  parfait,  de 
telle  sorte  que  cette  équation  représente  un  point  double,  qui 
est  le  point  de  rencontre  des  deux  droites. 

Si  les  deux  droites  sont  confondues,  le  premier  membre 
de  Téquation  tangentielle  est  identiquement  nul. 

40.  11  est  utile  de  pouvoir  écrire  immédiatement  l'équation 
tangentielle  d'une  conique  dont  l'équation  ponctuelle  est 
simple,  sans  être  obligé  de  recourir  aux  formules  générales . 
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On  établira  sans  difficulté  les  résultats  contenus  dans  le  ta- 
bleau suivant  : 


ÉQUATIONS    PONCTUELLES 

ÉQUATIONS    TANGENTIELLES 

ax^  -h  a'if  +  a"z'  =  0 

a       a'       a' 

ax'^^^byz  =  0 
x^      y^ 
a^       b^ 

u^      ^  vw 
a           b 
a'^u^  -h  b^v"  —  îv^-  =  0 

if  —  2px  =  0 

pv^  —  ^mu  =  0 

'Ixy  —  a^  r=  0 

2a-uv  —  iv'-  =  0 

41.  Les  équations  qui  figurent  dans  ce  tableau  sont  des  cas 
particuliers  d'équations  plus  générales  dont  on  trouvera  les 
équations  tangentielles  en  appliquant  la  méthode  indiquée  au 
numéro  32.  On  pourra  ainsi  dresser  le  nouveau  tableau  qui 
suit  : 


EQUATIONS   PONCTUELLES 


x^'-i-ay'i  =  0     (p  >  Ç, 


X-Pyl  -^a  =  0 


Ax'"-i-Bî/»4-Cs'»  =  0 


EQUATIONS    TANGENTIELLES 


[—i)PpP 

aq'}(p  —  qY'-'î 

lû'V'i-{-- ^ f-^lV^^'i  =  0 

a'p^qy-^1 


,m—\  iW/t— 1 


ur 


1       '  1       '  1 


=  0 


que 


On  peut  même  supposer  dans  ces  dernières  équations  q 
les  exposants  p,  q,  m   soient  fractionnaires  et  négatifs  ;  on 
pourra  par  exemple  déduire  la  seconde  de  la  première  en  chan- 
geant   q    en    —q. 
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2 
Si  dans  la  dernière  équation,  on  fait    ??i  =  -  ,     on  a  Féqua- 

«j 
lion  ponctuelle  de  la  développée  d'une  conique  à  centre  ;  par 

exemple,  dans  le  cas  de  l'ellipse,  cette  équation  s'écrit 

2      2              2      2  ; 

^3^3  _|_  ^3^y3  ç3    _   Q  . 

on  en  déduit    que  l'équation    tangentielle   de    cette    courbe 
est 

a^       b'       à 

Il  est  à  peine  utile  de  faire  observer  que  l'on  peut  permuter 
les  colonnes  des  tableaux  précédents  (sans  permuter  les  titres) 
en  échangeant  les  variables  a?,  ?/,  z  et  w,  u,  w. 

C'est  ainsi  par  exemple  que  si  l'équation  tangentielle  d'une 
courbe  est 

Aw'"-4-Bi;'"  +  C;^'"'  =  0, 

son  équation  ponctuelle  est 


'    •'        ■    ^       =  0. 


1      '         1      '         1 

p^n-i  g,n-l  çyn-i 

42.  Enfin,  il  est  bon  de  remarquer  que  dans  bien  des  cas, 
on  peut  éviter  l'application  des  méthodes  générales  pour  ob- 
tenir l'équation  tangentielle  d'une  courbe  dont  on  connaît 
l'équation  ponctuelle,  ou  inversement. 

Si  Ton  veut  par  exemple  l'équation  tangentielle  de  la  courbe 
dont  l'équation  ponctuelle  est 

f{x,  y,  z)  =  0, 
on  peut  écrire  que  la  droite 

ux  H-  r)]i  -f-  ivz  =^  0 

est  tangente  à  cette  courbe  en  éliminant  l'une  des  variables 
x^  y  o\x  z  entre  ces  deux  équations  et  en  écrivant  que  l'équa- 
tion obtenue  admet  une  racine  double  par  rapport  à  Tune  des 
deux  variables  qui  restent. 
Cherchons  par  exemple  l'équation  tangentielle  de   la  cis- 
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soïde  de  Dioclès,  dont  réquation  ponctuelle  est 

{x^-\-y^)x  —  ay^z  =  0.' 
Eliminons  z  entre  cette  équation  et 

vx  -hvy  -+-  ivz  =  0, 
ce  qui  revient  à  former  Téquation  de  l'ensemble  des  droites 
joignant  Torigine  aux  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de 
la  droite  ;  on  obtient 

iu(x^  -hy')x-{-  ay^{ux-\~  vy)  =  0, 
ce  qui  peut  s'écrire,  en  ordonnant  par  rapport  à  x, 


x^  -\-xy^    1  H +  V    •  —  =  0 


et  pour  que  cette  équation  admette  une  racine  double,  il  faut 
qu'on  ait 

41  +  —     -+-27— ;-  =  0 

\         w  /  W 

ou 

A{au-^ivf-i-21a^vhv  =  0. 

On  aura  de  môme  l'équation  ponctuelle  d'une  courbe,  con- 
naissant son  équation  tangentielle,  en  éliminant  une  des 
variables  w,  u,  iv  entre  les  équations 

f{u,  V,  IV)  zr:  0, 

ux  ^vy  -\-tvz  —  0, 
et  écrivant  que  l'équation  qui  en  résulte  a  une  racine  double. 

43.  Point  de  contact  d'une  tangente.  —  Considérons  mainte- 
nant une  courbe  définie  par  son  équation  tangentielle 

/•(U,V,W)-0, 

U,  V,  w  désignant  les  coordonnées  courantes;  soient  w,  u,  lo 

les  coordonnées  d'une  tangente  D  à  cette  courbe,  satisfaisant 

à  la  relation 

/■(w,  u,  iv)  =  0 

Nous  nous  proposons  de  déterminer  le  point  de  contact  de 
cette  tangente.  Pour  cela  imaginons  une  tangente  voisine  D 
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qui  rencontre  D  en  un  point  M  ;  quand  D'  se  rapproche  de  D, 

le  point  M  a  une  position  limite  qui  est  le  point  de  contact 

de  la  tangente  D. 

Les  coordonnées  de  ce  point  résultent  immédiatement  de  la 

théorie  développée  au  numéro  31  ;  elles  sont  données  par  les 

formules  (3), 

X        y         z 

fu  fv  flO 

on  en  conclut  que  l'équation  de  ce  point  de  contact  est 

Elle  a,  comme  on  le  voit,  la  plus  grande  analogie  avec 
Téquation  de  la  tangente  en  un  point  d'une  courbe  déter- 
minée par  son  équation  ponctuelle. 

Nous  allons  d'ailleurs  compléter  cette  analogie  en  établis- 
sant l'équation  du  point  de  contact  par  un  procédé  entière- 
ment semblable  à  celui  qu'on  emploie  pour  obtenir  l'équation 
de  la  tangente. 


44.  A  cet  effet,  il  sera  commode  de  n'avoir  que  deux  coor- 
données ;  on  peut  supposer,  comme  nous  l'avons  déjà  vu, 
que  la  tangente  D  ne  passe  pas  par  l'origine,  il  en  sera  de 
même  de  la  tangente  voisine  D'  ;  on  pourra  alors  supposer 
w  =^w'  =  i,  et  l'équation  du  point  de  rencontre  M  des  deux 
droites  D  et  D'  peut  s'écrire 


0 


U 

V     1 

w 

V       i 

= 

u' 

v'  1 

ou 

U-u 

y  —  v  0 

u 

y             1 

u'-u 

v'  —  v     0 

ou  encore 

V  — 

V         v'  —  V 

=  0 


U  —  u 
Quand   D'  se  rapproche  de  D. 


u  — u 

v'  —  V 


u'  —  U^ 


a  pour   limite  la 
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dérivée  de  v  par  rapport  à  w,  car  on  peut  considérer  o  comme 
une  fonction  de  u  définie  par  l'équation  de  la  courbe.  L'équa- 
tion du  point  de  contact  sera  donc 


v-"_„, 

Comme  l'on  a 
on  en  déduit 

f{u,  V,  1)  =  0, 

fi 

et  l'équation  devient 

-»  =  -|' 

(U- 

-u)f--i-iV-v)U=0, 

et  en  introduisant  la  troisième  variable,  on  obtient 

u/-^+v/;;  +  w/-,i  =  o. 

45.  Dans  tout  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  que  les 
coordonnées  de  la  tangente  D  n'annulaient  pas  les  trois  déri- 
vées partielles  /"^  /û',  /"/„.  Il  en  est  toujours  ainsi  dans  le  cas 
où  la  courbe  est  une  véritable  conique. 

Si  l'on  a 

/•^  zr  /;'  =.  /•,;,  =:  0, 

la  dérivée  vi  a  deux  valeurs  qui  sont  racines  de  l'équation 

il  en  résulte  que  la  droite  D  touche  la  courbe  en  deux  points 
dont  on  a  aisément  les  équations. 

On  dit  alors  que  la  droite  D  est  une  tangente  double,  et  il 
est  facile  de  généraliser  le  raisonnement. 

Dans  le  cas  où  le  premier  membre  de  l'équation,  f{u,  v,  lu), 
est  algébrique  et  entier,  on  peut  faire  la  discussion  d'une  ma- 
nière plus  simple,  et  obtenir  l'équation  de  l'ensemble  des 
points  de  contact  d'une  tangente  multiple. 

46.  Définitions.  —  On  dit  qu'une  droite  D  est  tangente 
simple  à  une  courbe,  quand  par  tout  point  de  cette  droite  on 
ne  peut  mener  à  la  courbe  qu'une  seule  tangente  confondue 
avec  la  droite  D. 
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Il  n'y  aura  exception  que  pour  le  point  de  contact,  par  lequel 
on  pourra  mener  au  moins  deux  tangentes  à  la  courbe  con- 
fondues avec  la  droite  D. 

On  dit  qu'une  droite  D  est  tangente  multiple  d'ordre  p  à 
une  courbe,  quand  par  tout  point  de  cette  droite  on  peut  mener 
à  la  courbe  p  tangentes  confondues  avec  la  droite  D. 

Il  y  a,  en  général,  p  points  situés  sur  cette  droite  par  cha- 
cun desquels  on  peut  mener  plus  de  p  tangentes  à  la  courba 
confondues  avec  la  droite  D  :  ce  sont  les  p  points  de  contact 
de  la  tangente. 

Nous  allons  montrer  comment  on  peut  analytiquement 
reconnaître  l'ordre  de  multiplicité  d'une  tangente  et  déter- 
miner ses  points  de  contact. 

Soit  /*(U,  V,  W)  =  0 

l'équation  supposée  algébrique,  entière  et  de  degré  m,  d'une 
courbe. 

Désignons  par  w,  v,  tu  les  coordonnées  d'une  tangente  D  à 
cette  courbe  ;  on  aura  la  relation 

f{UyV,  w)  =  0. 

Prenons  sur  cette  tangente  un  point  A  que  nous  détermi- 
nerons par  l'intersection  de  la  droite  D  et  d'une  droite  quel- 
conque D'  ayant  pour  coordonnées  m',  u',  iv'  ;  nous  allons 
chercher  les  coordonnées  des  tangentes  issues  du  point  A  à  la 
courbe. 

Une  droite  quelconque  passant  par  le  point  A  aura  pour 
coordonnées  \u-h\m'^  \v^\iv\  hv -\- [xw' ;  elle  sera  tan- 
gente à  la  courbe  si  l'on  a 

f\lu  H-  JJLW',      Iv  -\-  [xc',     Itv  -\-  ixw')  =  0, 

ou,  en  développant  par  la  formule  de  Taylor,  et  en  remarquant 
que  le  coefticient  de  X'"  est  nul, 

en  désignant  selon  l'usage  par    {u'fû  H-  v'fv  4-  îi''fw)k    Texpres- 
sion  obtenue  en  formant  la  puissance  k  de    u'fu  -H  v'f,'  -H  w'fw 
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et  en  y  remplaçant  le  produit  de  k  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  par  une  dérivée  partielle  du  k"  ordre. 
Ainsi 

se  remplace  par  /,'=./ 

j  '    u  v''v 

Parmi  les  tangentes  issues  du  point  A,  il  y  en  aura  autant 
de  confondues  avec  la  droite  D  que  Téquation  (10)  aura  de 
racines  nulles  en  [j.. 

Supposons  d'abord  que  fu,  /"/.  et  /,',  ne  soient  pas  nulles  en 
même  temps  ;  alors  quelles  que  soient  les  valeurs  de  w',  v\  w\ 
c'est-à-dire  quel  que  soit  le  point  A,  l'équation  n'admet  qu'une 
seule  racine  nulle;  la  tangente  est  simple. 

Le  point  de  contact  sera  déterminé  en  écrivant  que  l'équa- 
tion (10)  a  deux  racines  nulles,  c'est-à-dire 

u'f:,-^v'f:,-^iv'fi,  =  o:  (11) 

on  a  ainsi  la  condition  pour  que  la  droite  u  ,  v\  lo'  passe  par  le 
point  de  contact;  on  peut  donc  dire  que  l'équation  du  point  de 
contact  est 

ua  +  va:+w/,',  =  0. 

47.  Il  peut  arriver  que  le  coefficient  de  [j-^  dans  l'équation  (iO) 
soit  nul  pour  toutes  les  valeurs  de  u\  v\  iv'  satisfaisant  à  (11). 

Dans  ce  cas,  par  le  point  de  contact  on  pourra  mener  trois 
tangentes  confondues  avec  la  tangente  D;  nous  démontrerons 
que  la  courbe  présente  en  ce  point  un  point  de  rebroussement. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  la  forme  quadratique  en 
?/',  u',  iv' 

ou 

soit  divisible  par  u'fi  +  v'fl.  h-  w'fi. 

Le  discriminant  de  cette  forme  est  alors  nul  et  l'on  a 

/u"        /un         I  uiv 

/;;   />    /;"„     =  o.  (12) 

/;.".  /■,;;.  f:> 
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Réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie,  je  dis  que  le 
coefficient  de  [j.^  est  divisible  par  le  coefficient  de  jjt. 
Considérons  pour  cela  Téquation 

cp  (u,  V,  w)  =  uy:.  +  vy;'.  -4-  wy:,. + 2vw/",l  +  2wu/;l 

qui  représente  une  conique  en  général. 

Cette  conique  est  tangente  à  la  droite  D  puisque  Ton  a 

cp(w,  V,  w)  =  [ufi  4-  vfl  4-  wf;,),  =  m  {m  —  i)f{u,  t\  fr)  =  0  ; 

de  plus,  l'équation  du  point  de  contact  de  cette  droite  et  de  la 
conique  s'écrit,  comme  il  est  aisé  de  le  voir, 

Ucpi  +  Vo^  -h  Wcp/„  =  2(m  -  i)(\]fL  +  V/'^  +  Wf^)  r=  0. 

Cette  conique  est  donc  tangente  à  la  courbe  au  point  de  con- 
tact de  la  droite  D. 

Supposons  maintenant  que  la  relation  (12)  soit  satisfaite,  la 
conique  se  réduit  à  deux  points  et  Tun  de  ces  points  est  le 
point  de  contact  de  la  droite  D;  il  en  résulte  que  cp(U,  V,  W) 
est  divisible  par    U/-^  -i-  Yfl  +  W/"/,. 

On  voit  ainsi  que  les  tangentes  aux  points  de  rebroussement 
satisfont  à  l'équation  (12). 

Il  peut  aussi  arriver  que  le  coefficient  de  jjl  divise  les  coef- 
ficients de  [i^^  [j.^,  ...  ;  dans  ce  cas,  par  le  point  de  contact  de 
la  tangente  D  on  pourra  mener  quatre,  cinq,  . . .  tangentes 
à  la  courbe  confondues  avec  la  droite  D. 

Mais,  il  ne  faut  pas  l'oublier,  par  un  point  quelconque  de  la 
droite  D,  autre  que  le  point  de  contact,  on  ne  peut  mener 
qu'une  seule  tangente  confondue  avec  la  droite  D. 

48.  Supposons  en  second  lieu  que  l'on  ait 

■f^  =  n  =  f.:.  =  o; 

l'équation  (10)  admet  alors  deux  racines  nulles  en  ;jl,  quel 
que  soit  le  point  A  choisi  sur  la  droite  D  ;  cette  droite  est 
tangente  double. 

Pour  déterminer  les  points  de  contact,  il  suffit  d'écrire  que 
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réquation  (10)  a  trois  racines  nulles,  c'est-à-dire  que 

Cette  équation  exprime  que  la  droite  {u\  v\  iv')  passe  par 
deux  points  dont  l'équation  est 

(uz-j  +  vz-j+w/;;), -0  (^). 

On  peut  d'ailleurs  remarquer  a  priori  que  cette  équation 
représente  deux  points.  Car  si  elle  représentait  une  véritable 
conique,  par  tout  point  de  la  droite  D  on  pourrait  mener  deux 
tangentes  à  cette  conique,  les  coordonnées  u',  v\  w'  de  l'une 
de  ces  tangentes  annuleraient  le  coefficient  de  [jl-,  et  par  suite 
par  tout  point  de  la  droite  on  pourrait  mener  à  la  courbe  trois 
tangentes  confondues  avec  la  droite  D,  ce  qui  est  impossible 
si  toutes  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  la  fonction 
ne  sont  pas  nulles. 

On  peut  donc  dire  que  les  points  de  contact  sont  détermi- 
nés par  l'équation 

49.  Si,  maintenant,  les  dérivées  partielles  du  second  ordre 
de  la  fonction  /"(w,  v,  w)  sont  nulles  pour  les  coordonnées  de 
la  droite  D,  cette  tangente  sera  multiple  d'ordre  trois^  etc. . .  ; 
on  continuera  aisément  le  raisonnement,  et  on  sera  conduit 
au  résultat  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  tangente  soit 
multiple  d'ordre   p   est  que  les  coordonnées  de  cette   tangente 


(1)  Il  est  aisé  de  voir  que  le' discriminant  du  premier  membre  est  nul, 
car  on  a 

(m  -  l)/-^  =  uQ,  +  vf:^  +  i^^C  =  0, 

[m  -  i)a  =  uf'^^  H-  <,  +  <4  =  0,  ■ 

(^  -  i)/X  =  ^fL  +  ^A:«  +  ^<^  =  0  ; 

ces  trois  équations  admettant  des  solutions  non  toutes  nulles  en  u,  v,  ic, 
leur  déterminant  est  nul. 
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unnulent  toutes  les  dérivées  partielles    d'oindre     p  —  1     de   la 
fonction  f(u,  u,  tv).  ^^) 

L'équation  de  Vensemble  des  p  points  de  contact  sera 

le  premier  membre   est   décomposable  en  un  produit  de   p 
facteurs  linéaires. 

50.  Principe  de  dualité.  —  Les  considérations  qui  précèdent 
vont  nous  permettre  maintenant  de  bien  faire  comprendre  en 
quoi  consiste  le  principe  de  dualité. 

Dès  le  premier  chapitre,  on  reconnaît  à  chaque  instant 
l'analogie  complète  qui  existe  entre  l'équation  ponctuelle  d'une 
droite  et  l'équation  tangentielle  d'un  point,  entre  l'équation 
générale  des  droites  passant  par  un  point  et  l'équation  géné- 
rale des  points  situés  sur  une  droite,  . . .  etc. 

Plus  loin,  nous  avons  vu  qu'une  courbe  est  représentée 
aussi  bien  par  son  équation  tangentielle  que  par  son  équation 
ponctuelle,  les  calculs  qui  conduisent  de  l'une  de  ces  équa- 
tions à  l'autre  étant  semblables  dans  les  deux  cas.  L'équation 
du  point  de  contact  d'une  tangente  (wi,  Vi,  lUi)  à  la  courbe 

f{u,  V,  IV)  =  0  (C) 

a  même  forme  que  l'équation  de  la  tangente  au  point  (xi,  ?/i,  ^i) 

à  la  courbe 

Ax,  y,  z)  =  0.  (r) 

On  constate  la  même  analogie  en  ce  qui  concerne  les  condi- 
tions pour  qu'une  droite  soit  tangente  multiple  d'ordre  déter- 
miné à  la  courbe  (C)  et  pour  qu'un  point  soit  point  multiple 
du  même  ordre  de  la  courbe  r. 

D'une  manière  générale,  imaginons  une  propriété  quelconque 
relative  à  une  figure  plane  composée  de  points,  de  droites,  de 
courbes  quelconques  ;  cette  propriété  s'exprime  par  une  ou 


(1)  Si  cette  condition  est  remplie,  la  fonction  f{u,  i\  ic)  et  toutes  les 
dérivées  partielles  d'ordre  inférieur  à  p  —  i  sont  également  nulles  pour 
les  coordonnées  de  la  tangente. 
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plusieurs  relations  entre  des  coordonnées  de  points  {x,  ?/,  z) 
et  des  coordonnées  de  droites  (w,  ?;,  w). 

Changeons  la  signification  de  ces  quantités  dans  ces  mêmes 
relations,  c'est-à-dire  supposons  que  les  lettres  a?,  y,  z  repré- 
sentent des  coordonnées  de  droites,  et  que  les  lettres  w,  v,  lo 
représentent  des  coordonnées  de  points  ;  aux  équations  ainsi 
modifiées  correspondra  une  nouvelle  propriété  qui  se  rappor- 
tera à  une  nouvelle  figure,  et  l'on  dira  que  cette  propriété  est 
corrélative  de  la  première. 

A  l'aide  de  cette  simple  remarque,  nous  obtenons  un  moyen 
de  doubler  en  quelque  sorte  chaque  théorème  de  la  géométrie 
plane,  et  le  principe  qui  permet  ce  dédoublement  est  ce  qu'on 
appelle  le  principe  de  dualité. 

51.  Il  est  à  peine  utile  de  faire  observer  que  la  première 
propriété  se  déduit  de  la  seconde  par  le  même  procédé  ;  c'est 
pourquoi  l'on  peut  dire  que  les  deux  propriétés  sont  corréla- 
tives l'une  de  l'autre,  ainsi  que  les  deux  figures  auxquelles  se 
rapportent  ces  propriétés. 

D'après  cela,  à  un  point  ayant  pour  coordonnées  a,  ^,  c, 
appartenant  à  Tune  des  figures  correspond  dans  l'autre  figure 
une  droite  qui  a  pour  coordonnées  a,  b,  c,  c'est-à-dire  pour 
équation     ax  -\-  by  -\-  cz  =  0,     et  réciproquement. 

A  une  courbe  (r)  ayant  pour  équation  ponctuelle 

A-^,  ?/,  ^)  =  0  (r) 

€t  appartenant  à  la  première  figure,  correspond  dans  la  seconde 
une  courbe  (C)  ayant  pour  équation  tangentielle 

f{u,  V,  îo)  =  0  ;  (C) 

aux  points  de  la  courbe  (r)  correspondent  les  tangentes  de  la 
courbe  (G). 

Le  degré  d'une  courbe  est  égal  à  la  classe  de  la  courbe  cor- 
respondante. 

52.  A  des  points  en  ligne  droite  correspondent  des  droites  pas- 
sant par  un  même  point. 
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Considérons  en  effet  l'équation  d'une  droite 

ax  -h  by  -i-cz  =  0,  <     ' 

a?,  r/,  z  désignant  les  coordonnées  d'un  point  variable  de  cette 
droite,  et  a,  6,  c  les  coordonnées  fixes  de  la  droite.  Changeons 
la  signification  de  ces  coordonnées,  l'équation  précédente 
exprimera  que  toutes  les  droites  qui  ont  pour  coordonnées 
X,  y,  z  passent  par  le  point  fixe  (a,  b,  c). 

Nous  voyons  en  même  temps  que  la  droite  sur  laquelle  sont 
les  points  correspond  au  point  par  lequel  passent  les  droites 
correspondantes. 

En  particulier,  au  point  de  rencontre  de  deux  droites  cor- 
respond la  droite  qui  joint  les  deux  points  correspondants. 

Observons  aussi  qu'à  la  droite  de  l'infini  correspond  l'ori- 
gine des  coordonnées,  qu'à  des  points  à  l'infini  correspondent 
des  droites  passant  par  l'origine  et  qu'à  des  droites  parallèles 
correspondent  des  points  en  ligne  droite  avec  l'origine. 

53.  Applications.  —  Soient  M  et  M'  deux  points  voisins  de 
la  courbe  (r),  T  et  T'  les  tangentes  correspondantes  de  la 
courbe  (C)  ;  ces  deux  tangentes  se  coupent  en  un  point  H  qui 
correspond  à  la  droite  MM'. 

Supposons  que  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  M,  la  droite  MM'  a  pour  limite  la  tangente  en  M  à  la 
courbe  (r)  ;  mais  alors  la  droite  T'  se  rapproche  indéfiniment 
de  la  droite  T,  et  le  point  H  a  pour  limite  le  point  de  con- 
tact de  la  droite  T,  et  comme  le  point  H  correspond  toujours 
à  la  droite  MM',  il  en  résulte  que  le  point  de  contact  de  la 
langente  T  correspond  à  la  tangente  au  point  M. 

Dès  lors  l'équation  de  la  tangente  au  point  M(a?i,  î/i,  Si) 
étant 

^A  +  ^A +-/=,  =  <>.  (1) 

l'équation  du  point  de  contact  de  la  tangente  T  (qui  a  pour 
coordonnées    Wi  =  a^i,     v^  =  j/i,     ivi  =  Zj)     sera 

54.  Supposons  maintenant  que  la  courbe  (r)  soit  du  deu- 
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xième  degré;  il  en  sera  de  môme  de  la  courbe  (C).  Si  Xi,  î/i,  Zi 
désignent  les  coordonnées  d'un  point  A  quelconque  non  situé 
sur  la  courbe  (r),  Téquation  (1;  représente  la  corde  des  con- 
tacts des  tangentes  menées  à  la  conique  par  le  point  A  ;  il  en 
résulte  immédiatement  que  l'équation  (2)  est  l'équation  du 
point  de  rencontre  des  tangentes  menées  à  la  courbe  (C)  aux 
points  d'intersection  par  la  droite  (wi,  Vi,  lUi). 

Par  une  méthode  semblable,  on  voit  que  l'équation 

est  l'équation  de  l'ensemble  des  points  de  rencontre  de  la 
courbe  (C)  et  de  la  droite  (u^,  Ui,  iv^). 

Ces  exemples  montrent  suffisamment  combien  le  principe 
de  dualité  est  utile  pour  étudier  les  propriétés  des  courbes 
définies  par  leurs  équations  tangentielles. 

Voici  encore  une  autre  remarque  fort  importante  dans  la 
transformation  des  propriétés  métriques  des  figures. 

55.  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite 
est  égal  an  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  concou- 
rantes qui  leur  correspondent. 

Soient  Xi,  ?/,-,  zi  [i  —  1,  2,  3,  4)  les  coordonnées  des 
quatre  points  supposés  en  ligne  droite  ;  leur  rapport  anhar- 
monique est  égal  au  rapport  anharmonique  des  droites  qui 
joignent  ces  points  à  l'origine,  c'est-à-dire  à 


yiXs  —  Xii/i  ^  \j,Xi  —  x^_y3 
ijiX.^ — iFi?/,  '  rjiX,^ — x^y,^ 

X^  Xr  X2  Xf 

Les    droites  correspondant    aux    quatre  points  ont  pour 

équations 

xxi-hyiji-i-zz,  =  0, 

et  leur  rapport  anharmonique  ne  change  pas  si  on  substitue  à 
<îes  droites  des  parallèles  menées  par  l'origine  ;  les  coefii- 

Xi 

cients  angulaires  de  ces  droites  étant 5    le  rapport  an- 

COORDONNÉ). f.   —  Il  4 


?/l 

?/3 

?/2 

ih 

Xi 

^•3 

^    X2 

x^ 

ïl- 

-lù 

yi. 

Jh 
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harmonique  sera 

Xi         X2  X2         3?3 

2/1      y-i  .       Ih      y  s  ^^  yiXi  —  x,y^    y^x^  —  x^y, 


_^  ^        _^,^  2/1^4—^1!/'»        !/2^4— ^2!/v 

2/1     y'.       y  2    y, 

il  est  égal  au  précédent  et  le  théorème  est  démontré. 

56.  En  particulier,  si  quatre  points  en  ligne  droite  forment 
une  division  harmonique,  le  faisceau  des  quatre  droites  cor- 
respondantes est  harmonique. 

57.  Supposons,  comme  application,  que  Téquation 

/•(x,  y,  z)  =  0 
représente  une  conique  ;  on  sait  que  la  relation 

exprime  que  les  deux  points  Aj  (a?i,  ?/i,  Zi)   et  A2  (a^a,  y-i,  -2) 
sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique,  c'est-à-dire  que  la 
droite  AiAa  rencontre  la  conique   en  deux  points  conjugués- 
harmoniques  par  rapport  à  Ai  et  A2. 
Considérons  la  courbe  correspondante, 

/■(w,  u,  îu)  =  0; 
la  condition 

Uifu,  -H  vjl_  -h  îViU.,  =  0 

exprimera  que  par  le  point  de  rencontre  des  deux  droites 
Al  (wi,  Ui,  îVi)  et  A2  (wa,  V2,  iCi)  onpeut  mener  à  la  courbe  deux 
tangentes  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  ces  deux 
droites  ;  par  analogie  on  dira  que  les  deux  droites  a^  et  A2 
sont  conjuguées  par  rapport  à  la  conique. 

58.  On  peut  remarquer  que  cette  transformation  est  un  cas 
particulier  de  la  transformation  par  polaires  réciproques  ; 
il  suffit  de  prendre  comme  conique  directrice  la  conique  ima- 
ginaire 
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En  effet,  la  polaire  d'un  point  (a?,  y,  z)  par  rapport  à  cette 
conique  a  pour  équation 

Xx-i-Y>j-]-Zz  =  0, 

et  par  conséquent  les  coordonnées  de  cette  polaire  sont  égales 
aux  coordonnées  de  son  pôle. 

Dans  le  cas  où  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires, 
cette  conique  directrice  est  un  cercle  imaginaire  dont  le  carré 
du  rayon  est  égal  à  —  1  ;  la  polaire  d'un  point  A  est 
perpendiculaire  à  la  droite  OA,  rencontre  cette  droite  en  un 
point  B  situé  par  rapport  au  point  0  du  côté  opposé  au 
point  A,  et  le  produit  des  longueurs  OA  et  OB  est  égal  à  1. 

Il  résulte  de  là  que,  si  deux  droites  font  un  certain  angle, 
les  deux  points  correspondants  sont  vus  de  Torigine  des  coor- 
données sous  un  angle  égal  ou  supplémentaire. 

Dans  tout  ce  qui  suivra,  nous  ne  ferons  pas  usage  du  prin- 
cipe de  dualité,  nous  établirons  directement  les  propriétés  des 
équations  tangentielles,  laissant  au  lecteur  le  soin  de  les  ob- 
tenir à  l'aide  du  principe,  quand  la  transformation  sera 
simple. 


EXERCICES    ET    NOTES 


1.  Pour  trouver  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  d'une 
droite,  une  méthode  très  simple  consiste  à  se  donner  l'équation  de 
cette  droite,  ux-i-vi/-\-w=zO,  et  à  écrire  les  conditions  aux- 
quelles est  assujettie  cette  droite.  Dans  certains  cas,  on  obtient 
immédiatement  une  relation  entre  te,  v,  lo  qui  est  l'équation  cher- 
chée ;  dans  d'autres  cas,  on  peut  avoir  à  éliminer  certains  paramè- 
tres avant  d'obtenir  l'équation  de  l'enveloppe. 

2.  On  donne  un  cercle  et  ime  corde  AB_,  on  joint  le  point  A  à  un 
poiiit  M  quelconque  du  cercle,  on  mène  ensuite  MG  faisant  avec  AB 
le  même  angle  que  MA,  mais  en  sens  inverse.  Trouver  V  enveloppe  de 
MC. 

Prenons  pour  origine  le  point  A,  pour  axes  AB  et  une  perpendi- 
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culaire.  L'équation  du  cercle  est 

x^^y^  —  2oLx  —  2^y  =  0. 
Soit    ux -{- vy  -\- 10  =  0    l'équation  de  MC  ;   je  forme  l'équation 
des  droites  joignant  l'origine  aux  points  de  rencontre  de  MG  et  du 
cercle, 

W5(a;2  +  7/2)  -f-  2(aa;  +  '^y)[ux  H-  vy)  =  0, 

et  j'écris  que  l'une  de  ces  droites  a  pour  coefficient  angulaire  celui 
de  MC  changé  de  signe  ;  on  obtient  ainsi 

w{u^  -h  v^~)  4-  ^uv{av  -h  Pu)  z=z  0, 
équation  tangentielle  d'une  courbe  de  troisième  classe,  ayant  trois 
points  de  rebroussement. 

Dans  le  cas  particulier  où  AB  est  un  diamètre,  l'enveloppe  est 
une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

3.  On  donne  un  triangle  ABC,  on  le  coupe  ^oar  îine  transversale 
qui  détermine  sur  les  côtés  ou  leurs  prolongements  six  segments  tels 
que  le  produit  de  trois  d'entre  eux  non  cuîisécutifs  soit  constant. 
Enveloppe  de  la  transversale. 

En  prenant  deux  côtés  du  triangle  pour  axes,  on  a  pour  équation 
tangentielle  de  l'enveloppe 

w{ua  4-  w){vb  -\-w)  =i  k'^uv{ua  +  vb}, 

représentant  une  courbe  de  troisième  classe  tangente  aux  côtés  du 
triangle. 

4.  Enveloppe  des  asymptotes  des  hyperboles  passant  par  quatre 
points. 

On  forme  l'équation  générale  ponctuelle  de  ces  coniques  et  on 
écrit  que  la  droite  ux -i- vy -{- w  —  0  rencontre  ces  coniques  en 
deux  points  à  l'infini. 

5 .  Par  un  point  fixe  0  pris  sur  la  circonférence  d'un  cercle,  on 
mène  deux  cordes  OA,  OB  dont  le  produit  est  constant;  trouver 
If  enveloppe  de  la  droite  AB. 

6.  Un  triangle  est  inscrit  dans  une  circonférence  ;  on  sait  que  les 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  quelconque  A  de  la 
circonférence  sur  les  trois  côtés  du  triangle  sont  en  ligne  droite. 
Trouver  l'enveloppe  de  cette  droite  quand  le  point  A  se  déplace  sur 
la  circonférence. 

On  prend  deux  côtés  du  triangle  pour  axes,  on  forme  les  équa- 
tions des  droites  perpendiculaires  aux  axes  aux  points  où  ces  axes 
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sont  rencontrés  par  la  droite  ux-+-vij  -i-w  =  0,  et  on  écrit  que  le 
point  de  rencontre  de  ces  perpendiculaires  est  sur  le  cercle  circons- 
crit. On  trouve  que  l'enveloppe  a  pour  équation  tangentielle . 

w[u^  -+.  V-  —  2nv  cos  6)  —  uv[u{a  cos  B  —  b)-\-v{b  cos  0  —  a)]  =  0. 

7.  On  donne  un  point  0  sur  une  circonférence,  et  l'on  demande 
l'enveloppe  des  cordes  AB,  telles  que  le  triangle  OAB  ait  une  sur- 
face donnée.  Maximum  de  cette  surface;  que  devient  l'enveloppe  dans 
ce  cas  particulier  ? 

8.  Équation  tangentielle  de  la  courbe     y  =  e^. 

9.  H  est  en  général  difficile  de  construire  une  courbe  représentée 
par  son  équation  tangentielle. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  peut  résoudre  l'équation  par  rap- 
port à  l'une  des  variables  w,  v,  w,  les  coordonnées  du  point  de 
contact  d'une  tangente 

fu  fv 

x=:'-,  y  =  '-^, 

I  IV  I  lu 

peuvent  s'exprimer  alors  en  fonction  de  deux  variables  seulement  ou 
mieux  du  quotient  de  ces  deux  variables  ;  on  peut  alors  aisément 
construire  la  courbe.  En  voici  un  exemple  simple  : 

On  trouve  que  l'enveloppe  d'une  droite  qui  coupe  un  folium  de 
Descartes    {x^~\-y^  —  "iaxy  ^z  Q]    et  l'une  des  tangentes  au  point 
double  (l'axe  Ox)  en  quatre  points  conjugués  harmoniques  est 
f{u,  V,  w)  =  "ia^uvw  —  ^a^u^  —  w^  ■=.  0  ', 

on  en  tire 

2a3w3  _|_  y^z 


3a= 

^-uio 

et  par  suite 

^  ~  f;,~  2u[a:Hi'—w-^)' 

_  fv  _       Za^whi 

^^  ~  fw~  2[à^u^  -  w') 

Posons    —=zt:    il  vient 
u 

Il  suffit  alors  de  faire  varier  i  de    —  oo     à    H-  oo  ; 

dx  _  —  (^3,^,2^3)2  ^    ^   .3^2^(^3_^2^3) 

dt  ~     2(a3  —  «3)2    '  (i^  —     2(^3  —  «3)2    • 

On  a  trois  points  de  rebroussement,  correspondant  aux  racines  de 
l'équation 
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«3  +  2a3  =  0  ; 
un  seul  de  ces  points  est  réel. 


On  pouvait  d'ailleurs  trouver  ces  points  de  rebroussement  en  ré- 
solvant les  équations 

/*(w,  V,  w)  =  "ia^uvw  —  2a'^u^  —  lo^  =:  0 


«t 


H  = 


ftt     f„     f„ 

Jvu      f  v^       fvw 
flou      I  lov      fn} 


=  o4a*fio3  +  2a3M3  +  ahivvo)  =  0. 


10.  Étant  donnée  une  série  de  courbes  variables  dont  l'équation 
tangentielle  renferme  un  paramètre  X,  f{u,  v,  w,  X)  =  0,  on  ob- 
tient l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  de  ces  courbes  en  élimi- 
nant X  entre  les  équations 


f{u,  V,  w,  l)  z=z  0, 


f:{u,  V,  w,\)  =  0. 


11.  On  donne  un  triangle  ABC,  on  joint  le  sommet  A  à  un  point 
IS  pris  sur  le  côté  opposé.  Soit  M  le  milieu  de  AN,  on  mène  les 
•droites  BM  et  CM  qui  rencontrent  respectivement  AC  et  AB  en  P 
et  Q.  Enveloppe  de  la  droite  PQ  quand  N  décrit  la  droite  BC. 

12.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  droite  de 
l'infini  soit  tangente  multiple  d'ordre  p  d'une  courbe  algébrique  est 
qu'en  ordonnant  l'équation  tangentielle  par  rapport  aux  puissances 
de  w,  le  plus  haut  exposant  de  cette  variable  soit  égal  à  m — p, 
m  désignant  la  classe  de  la  courbe. 
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Par  exemple,  si  la  droite  de  l'infini  est  tangente  multiple  d'ordre 
m  —  1,    l'équation  s'écrit 

^m{u,  v)-\-lCOm-i{u,   v)   =  0, 

les  fonctions  o  étant  homogènes  et  de  degré  indiqué  par  l'indice. 

13.  Etant  donnée  une  courbe  du  quatrième  degré  ayant  trois 
points  doubles  à  tangentes  inflexionnelles,  par  un  point  de  cette 
courbe  on  peut  lui  mener  quatre  tangentes  autres  que  celle  dont  le 
point  de  contact  coïncide  avec  le  point  considéré.  Démontrer  que  les 
quatre  points  de  contact  sont  en  ligne  droite. 

La  courbe  donnée  a  pour  équation  langentielle 

2  2  2 

ku^  4-  Bv3  4_  Cio^  =  0 
et  pour  équation  ponctuelle  (41) 

A!  +  B3      C_3^ 

Soit  (a,  [3,  y)  un  point  de  cette  courbe  ;  on  aura 

A3  P3  r,3 

^.  +  1+7.  =  0,  W 

et  les  tangentes  issues  de  ce  point  vérifient  les  équations 

222 
Au3-}-By3  +  Cio3  =  0,  (2) 

wa  +  î?p  4-  W5Y  =  0.  (3) 

Le  point  de  contact  d'une  de  ces  tangentes  a  pour  coordonnées 

AT»/"' 

-j»    —  )   —  ''  il  s'agit  donc  de  démontrer  qu'il  existe  des  nombres 
u^      v^     lo'^ 

fixes   Mî,  n,  p   tels  que  les  solutions  des  équations  (2)  et  (3)  véri- 
fient la  relation 

A    ,       B  ,       G        ^ 

m— +  n  — +  j3—  =z  0. 

Posons 


2 

Aw3  =z  a, 

2 
Bv^  =  b, 

2 

Cu.^3  : 

=  c, 

ua.  =  a', 

v^  =  b', 

toY  = 

:  c'. 

Les 

équations  (2),  (3) 

et  (l)  peuvent  s'écrire 

a-{-b  +  c  = 

0, 

a'  -{-b'  -{-c'  = 

:0, 

«3         5:1         c3 
a-2  +  ij'i  +  c'2 

=  0, 
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OU 


a'  -h  b'  -{- c'  z=  0, 


,     a       -,,      h         ,     c 

a   '  —  +  h   --p  +  c   •- 

abc 


0, 


b' 


bV 


c,-.)   =0 


aj  \b' 

en  éliminant  a',  b\  c'  entre  ces  équations,  on  a 
1  \  1 

abc 
~â'  b'  'c'  —  0 

uy    /b_Y    /c_Y 

[a'I       [b')       [c'J 

( L      1\( ^       «\ /«        ^\( ^ 
\b'       c'j\c'       a')\a'       b'j\a' 

b         c 
On  ne  peut  avoir    -—=:-?    car  on  aurait  aussi 


ou 


b       c  , 
b        c 


a  b  c 

a'        b'        c' 


le  point  de  contact  de  la  tangente  coïnciderait  avec  le  point  a,  p,  y. 
On  aura  donc 


ou 


a.        h        c         ^ 
abc 


d      A       1      B       1     C        ^ 


ce  qui  montre  que  les  points  de  contact  sont  sur  la  droite 


a       3       Y 


14.  Une  tangente  à  la  développée  d'une  ellipse  rencontre  la  courbe 
en  quatre  points  autres  que  le  point  de  contact.  Démontrer  que  les 
tangentes  en  ces  quatre  points  sont  concourantes. 

Ce  théorème  se  déduit  du  précédent  en  permutant  les  variables 
X,  y,  z  et  î/,  r,  to,  puisque  l'équation  ponctuelle  de  la  développée 
d'une  ellipse  est  de  la  forme 

l  1  2 

Les  deux  théorèmes  sont  corrélatifs. 


15,   Far  un  point    P,    situé  sur  la  circonférence  inscrite   à  une 
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hypoci/cloïde    à    quatre    rebrous sements,    menons    quatre    tangentes 
PA,  PB,  PC,  PD  à  cette  courbe. 

1°  La  partie  de  l'une  des  tangentes^  PD  par  exemple,  comprise 
entre  les  tangentes  à  l'hypocyclo'ide  en  ses  points  de  rebroussement 
est  divisée  en  P  en  deux  parties  égales. 

2°  Les  autres  tangentes  PA,  PB,  PC  rencontrent  le  cercle  en  trois 
points  A,  B,  C  qui  sont  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral. 

3°  Si  le  cercle  rencontre  la  tangente  en  Vun  des  points  de  rebrous- 
sement en  £,  et  la  parallèle  à  cette  tangente  menée  par  P  en  F, 
l'arc  EF  est  triple  de  Vun  des  arcs  EA,  EB,  EC. 

On  peut  envisager  rhypocycloïde  à  quatre  rebroussemenls  comme 
Penveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités 
décrivent  deux  droites  rectangulaires. 

L'équation  tangentielle  de  cette  courbe  est 
io^{u^  H-  v'^)  —  a'^uH^  =  0, 
et  le  cercle  inscrit  a  pour  équation 

£C2  4- 2/2  _        =  0. 

16.  Rayon  de  courbure.  —  Proposons-nous  de  déterminer  le 
rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  courbe  définie  par  son  équa- 
tion tangentielle. 

Nous  supposerons  lo  =  \,  et  Téquation  de  la  courbe  définira 
n  et  V  comme  fonctions  d'un  m.ème  paramètre. 

Considérons  une  tangente, 

ux  -{-  vy  -{-  i  z:^  0  ; 

le  point  de  contact  satisfait  à  l'équation 

xdu  -t-  yJv  m  0  ; 
on  en  déduit 

—  dv  du 


X 


udv  —  vdu  udv  —  vdu 

d'où 

,    v[dudH  —  dvd^u)  — u{dud^o  —  dvd-u) 

~       [udv  —  vdu}''^  ^  [udv  —  vduy 

On  en  déduit 

/-; ;        {dud-v  —  dvd^u)i/u'^  -f-  V- 

ds  =  sjdx'"-  -\-  oy-  =i  -  - 


[udv  —  vdu)' 

D'autre    part   l'angle    de  contingence    s,  c'est-à-dire    l'angle   de 
deux  tangentes  infiniment  voisines, 

ux  +  vy  H-  1  =0, 
[u  4-  du)  X  -\-{c  -\-  dv) y  4-  1  =0, 
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est  déterminé  par  la  relation 

udv)  —  velu 

en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur;  par  suite  le 
rayon  de  courbure  est 

_  r/.v  _  [dudH  —  dvd^u][H^-\-v'^Y^ 
'  e  [udv  —  vduY 

17.  En  écrivant  l'équalion  d'une  droite  sous  la  forme 
X  cos  oc  +  î/  sin  a  —  p  zr  ô, 
on  peut  prendre  pour  coordonnées  tangentielles  polaires  de  la  droite 
les  quantités  a  et^. 

L'équation  tangentielle  d'une  courbe  sera  de  la  forme 

P  --^  f[^)' 
Pour  obtenir  les  coordonnées  du  point  de  contact  d'une  tangente^ 
on  résout  les  deux  équations 

a;  cos  a  H- î/  sin  a — i)  =  0, 
—  œ  sin  a  4-  î/  cos  a  — ;p'  =:  0, 
cette  dernière  étant  obtenue  en  différentiant  la  première  par  rap- 
port à  a,  et  p'  désignant  la  dérivée  de  p. 
On  en  tire 

ic  =  p  cos  a  — j9'  sin  a, 

y  =z  p  s\n  a-hp'  cos  a, 

d'où 

dx  ,  ,,,    . 

—  =  —  (^+p  )  sin  a, 

~  =:  (p  +  p  )cosa, 
et  par  suite,  en  faisant  la  somme  des  carrés, 

s  désignant  l'arc  et  p  le  rayon  de  courbure. 
L'équation  du  point  peut  s'écrire 

p  =i  A  cos  a  H-  B  sin  a  ; 
celle  du  cercle, 

p  =  A  cos  a  H-  B  sin  a  -|-  C  ; 

d'une  conique  en  général. 


p  =  A  cos  a  +  B  sin  a  db  y/C  cos-  a-{-2\)  sin  a  cos  a  +  E  sin=^  a . 
Les  épicycloïdes  ont  une  équation   tangentielle   de   forme   très 
simple. 
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On  sait  qu'une  épicycloïde  est  la  courbe  engendrée  par  un  point 
de  la  circonférence  d'un  cercle  mobile  roulant  sur  un  cercle  fixe. 

Considérons  un  cercle  de  rayon  r  roulant  sur  une  circonférence 
fixe  de  rayon  R.  Soit  A  la  position  initiale  de  l'un  des  points  de  la 

circonférence  mobile  ;  lorsque  cette 
circonférence  sera  venue,  dans  son 
mouvement,  toucher  la  circonférence 
fixe  en  A',  le  point  A  sera  venu 
en  M,  de  telle  sorte  que  les  deux 
arcs  AA'  et  A'M  soient  égaux. 

Désignons  par   ?    l'angle  AOA'  ; 

l'angle     A'G'M     est    alors   égal    à 

R 


a;  =  (R  H-  r)  cos  o  —  r  cos 
î/  =  (R  +  r)  sin  cp  —  r  sin  l  '5 


cp-,   et  les  coordonnées  du  point  M 

sont 

Rc?^ 

r 

Ro^ 

r 


('-¥) 


On  en  déduit 


dy  _ 
do 


=  (R  +  r)[ 


•d'où  l'on  tire 


cos  o  —  cos 


d'J       ,     /     ,   R? 


X  sin  (?+ 2^)  —  Y  cos  (?  +-^]  — (R  +  2r)  sin 


0. 


de  telle  sorte  «:|ue  l'équation  de  la  tangente  peut  s'écrire 

Ro 

2r 

On  voit  aisément  qu'elle    passe  par   le  point    K,    résultat  bien 
■connu. 

Ro  TT 

Posons  cp  +  — i.  m  a  +  —  ; 

2r  2 

l'équation  devient 


X  cos  a  +  Y  sin  a  —  (R  +  2r)  sin  ^^  (a  -+-  -^  j 


(') 


Il  en  résulte  que  l'équation  tangentielle  polaire  de  l'épicycloïde 


«st 


p  =  (R  +  2r)  sin 


R 


i) 


R  +  2r 
Si  le  cercle  mobile  est  tangent  intérieurement  au  cercle  fixe,  le 
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lieu  du  point  M  est  une  hypocycloide  dont  l'équation  tangentielle  se 
déduit  de  la  précédente  en  changeant    r    en  —  r,     ce  qui  donne 

^^(R_2r)sin^^^(a  +  -| 

Ces  équations  sont  de  la  forme 

p  =  A  sin  (aa-h  b), 
et  on  voit  aisément  que  quels  que  soient  A,  a,  b,  cette  équation  re- 
présente une  hypocycloide  si      a  >  1 ,      une  épicycloïde  si    «  <  1  ; 
seulement,  si   b   est  quelconque,  l'axe  des  x   ne  passe  pas  par  un 
point  de  rebroussement  de  la  courbe. 

On  aurait  pu  obtenir  plus  rapidement  l'équation  tangentielle  (I) 
en  abaissant  OH  perpendiculaire  sur  la  tangente  KM,  et  en  calcu- 
lant cette  longueur  en  fonction  de  l'angle  ROx. 

On  a 

OH  =  OK  sin  OKH, 

p  =  (RH-2r)  sin  — ^,- 
et  l'on  voit  aisément  que 

Hep  TT 


18.  Chercher  les  équations  tangentielles  polaires  de  la  cardioidey 
des  hypocycloïdes  à  trois  et  quatre  rebrous  s  ements  et  de  la  cycloïde. 


CHAPITRE  m 
POSITION  D'UNE  COURBE  PAR  RAPPORT  A  SES  TANGENTES 


59.  Pour  étudier  la  position  d'une  courbe  par  rapport  à  Tune 
de  ses  tangentes,  on  peut  transporter  l'origine  des  coordonnées 
en  un  point  de  cette  droite,  ce  qui  revient  à  supposer  que 
cette  tangente  passe  par  l'origine. 

Soit 

l'équation  de  la  courbe  supposée  de  classe  m,  les  fonctions  o 
étant  homogènes  et  de  degré  indiqué  par  l'indice. 

Les  coordonnées  des  tangentes  menées  par  l'origine  véri- 
fient les  équations 

?m(w,  v)  =:  0, 

w  =  0. 

La  fonction  cp,„(M,  v)  est  décomposable  en  un  produit  de 
m  facteurs  linéaires  de  la  forme  au  -+-  pu,  et  à  tout  facteur 
de  ce  genre  correspond  une  tangente  à  la  courbe  passant  par 
l'origine  ;  les  paramètres  directeurs  de  cette  tangente  sont 
a  et  p,  et  ses  coordonnées  sont  —  p,  a,  0. 

On  peut  reconnaître  très  aisément  l'ordre  de  multiplicité  de 
cette  tangente. 

On  a  en  effet 

fû  =  ?L(w,  v)  -\-  ivo',,_i{u,  v)-{ 

u                                   u 
fv  —   o'h(W,   u)  -h  ?^'«>'»_i{w,   u)  H ' 

V  V 

flv  =   ^m-\[u,   v)  4-  2/6"^,„_2(w,   u)  H 
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Pour  que  la  tangente  soit  simple,  il  faut  que  fi,  f[.,  fl  ne 
soient  pas  nulles  en  même  temps  pour  les  coordonnées  de  cette 
tangente.  Comme  lo  est  nul,  il  suffit  de  considérer  les  pre- 
miers termes  Om{u,  v),  cp,yw,  v),  cp,„_i(w,  v)  des  trois  dérivées. 

U  V 

Si  le  facteur  la-hv'^  est  facteur  simple  de  ç,»(m,  f),  les 
deux  dérivées  o,[^  et  ©,»  ne  sont  pas  nulles  en  môme  temps,  la 

u  V 

tangente  est  simple. 

Si  le  facteur  ux-i-v^  est  facteur  multiple  de  o^,  la  tan- 
gente ne  sera  simple  que  si  cp,„_i(w,  v)  n'est  pas  divisible 
par  ce  facteur. 

L'équation  du  point  de  contact  sera 

Ucp„',(w,  v)  -i-  Vcp^(w,  v)  -h  Wcp„i_i(w,  v)  =  0, 

u  r 

OÙ  Ton  remplace  u  par    —  ^    et  î;  par  a. 

60.  Supposons  d'abord  que  le  point  de  contact  soit  à  dis- 
tance finie,  c'est-à-dire  que  le  coefficient  de  W  soit  différent 
de  zéro.  On  pourra  alors  transporter  l'origine  en  ce  point  (for- 
mule [5]  du  numéro  34)  ;  nous  pouvons  supposer  que  ce  calcul 
a  été  préalablement  fait  ;  alors,  parmi  les  tangentes  issues  de 
l'origine  à  la  courbe,  il  y  en  a  au  moins  deux  qui  sont  con- 
fondues avec  la  tangente  considérée;  par  conséquent  ^„,(m,  v) 
doit  admettre  au  moins  deux  fois  le  facteur    «a  +  vp  (i). 

Nous  allons  étudier  la  position  d'une  tangente  infiniment 
voisine  de  la  droite  D,  et  pour  cela  il  sera  commode  de  ne  con- 
server que  deux  coordonnées. 

Supposons  que  la  droite  D  ne  soit  pas  confondue  avec  0?/, 
c'est-à-dire  ol^O.  On  pourra  supposer  que  v  conserve  une 
valeur  constante,  nous  poserons  v  =  —  1,  de  telle  sorte  que 
u  désignera  le  coefficient  angulaire  et  iv  l'ordonnée  à  l'origine. 

3 
Posons  —  =  Ui 

a 

et  ?/(w,  —  1)  =  ^/(w). 

(1)  On  peut  remarquer  aussi  que  dans  Téquation  du  point  de  contact  les 
coefficients  de  U  et  de  V  doivent  être  nuls. 
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L'équation  peut  alors  s'écrire 

et,  d'après  l'hypothèse  qui  précède,  ^m{u)  est  divisible  par 
{u  —  UiY,     ce  qui  donne 

'^miu)  =  g[u{u  —  u,f  g{uy)  ^  0. 

Quand  îv  est  infiniment  petit,  l'équation  est  vérifiée  par  deux 
valeurs  infiniment  petites  de  u  —  Wi  ;  on  a  aisément  leurs 
parties  principales  en  appliquant  la  méthode  de  Puiseux  : 


U  —  Ui   =   ±l\J. 


^m-i(u,)^^ 


On  ne  peut  donner  à  w  que  des  valeurs  du  signe  de 

4^m-l(^l) 

Si  on  suppose      "'~    /   >>  0,     nous   donnerons  à    lu    des 

valeurs  négatives  et  on  aura  pour  u  — u^  des  valeurs  posi- 
tives et  négatives,  ce  qui  revient  à  dire 
que  les  tangentes  voisines  auront  des 
ordonnées  à  l'origine  négatives  et  leurs 
coefficients  angulaires,  l'un  supérieur, 
l'autre  inférieur  à  iii. 

61.  Déterminons  maintenant  les  points 

de  contact  de  ces  tangentes.  Nous  allons 

établir  que  tout  point  de  contact  d'une  tangente  infiniment 

voisine  est  toujours  au-dessus  de  la  droite  D  si  iv  est  négatif, 

et  au-dessous  si  lu  est  positif. 

Remarquons  d'abord  que  u —  u^  est  toujours,  par  rapport 
à  w,  d'ordre  infinitésimal  inférieur  à  l'unité. 

Car  si  on  cherche  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de 
la  droite  D  et  de  la  tangente  voisine,  c'est-à-dire  si  on  résout 
les  deux  équations 

y  —  wi3?  =  0 , 

y  —  iix  —  IV  =  0, 


04    COORDONNÉES  ÏANGENTIELLES.  GÉOMÉTRIE  PLANE 

on  trouve 


—  w 

^  =  7. — -'        y 


lOUi 

U  Ui 


et  comme   x  et  y    ont  pour  limite  zéro,  il  faut  que    lu    soit 
d'ordre  infinitésimal  supérieur  à    u  —  u^. 
On  aura  donc  pour  une  tangente  voisine 

u  —  ui  =  Awi'[i  H- s), 

£  étant  un  infiniment  petit  et    p  <;  1. 

Or  Téquation  du  point  de  contact  de  cette  tangente  voisine 

peut  s'écrire 

\J-u  =  {W—w)u,[r, 

les  coordonnées  de  ce  point  sont  donc 


a-„  = :-> 


"'  =  "'-^' 


on  en  déduit 


?/o  —  UiX^   =  IV  — 


En  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur,  on  a 

u  —  1^1  —  kic''\ 


par  suite 


.Cette  expression  est  de  signe  contraire  à  w,  puisque  p  est 

plus  petit  que  1  ;  c'est  le  ré- 
sultat que  nous  avions  an- 
noncé et  qui  nous  servira  dans 
toute  la  discussion. 

Alors  dans  le  cas  particulier 
qui  nous  occupe,  où  l'on  a 


g{u, 


et  en  supposant 
>0, 
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on  aura  les  deux  tangentes  infiniment  voisines  de  la  droite  D, 
AB  et  AC,  et  les  points  de  contact  seront  situés  au-dessus  de 
la  droite  D. 

On  obtient  ainsi  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  la 
tangente. 

62.  Il  peut  arriver  maintenant  que    <|^,„(w)   contienne  plus  de 
deux  fois  le  facteur    {ii  —  Wj).     Supposons  par  exemple  que 

^,n{u)  =  {u  —  u^fg[u). 
On  trouvera  aisémentpour  les  tangentes  infiniment  voisines 


u  —  iii  =  Y - 


,^i) 


et  si 


>o, 


u  —  Ui  sera  de  signe  contraire  à  îi\ 
et  on  aura  la  forme  de  courbe  ci- 
contre  ;  Torigine  est  un  point  de 
rebroussement,  et  parmi  les  tan- 
gentes issues  de  ce  pointa  la  courbe, 
il  y  en  a  trois  confondues  avec  la 
droite  D. 

Plus  généralement,  si 


^m{u)  =  [u  —  u,Yg{u), 


^(Wi)7^0, 


on  peut  mener  de  Torigine   p    tangentes  confondues  avec  la 
droite  D  ;  on  aura  pour  les  tangentes  voisines 


p  / 


«Vm-l(Wl) 


5'K) 


lU. 


Si  p  est  pair,  la  courbe  présentera  la  même  forme  que  dans 
la  figure  du  numéro  61  ;  si  p  est  impair,  on  aura  un  point  de 
rebroussement  comme  dans  la  figure  précédente. 

Nous  avons  ainsi  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  une 
tangente  simple  dans  tous  les  cas  possibles,  quand  le  point  de 
contact  est  à  distance  finie. 
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63.  Considérons,  comme  exercice,  la  cissoïde  qui  a  pour  équation 
tangentielle  (42) 

^au  +  lo)^  H-  21aHhc  =  0. 

En   ordonnant   par   rapport  aux  puissances   croissantes   de    w^ 
l'équation  peut  s'écrire 

a^u^  H-  a^w  ï^ «^  +  3wM  -+-  ^awhi -\-ic^  =  0. 

Quand  w  tend  vers  zéro,  trois  valeurs  de  u 
tendent  vers  zéro,  l'axe  Ox  est  une  tangente  sim- 
ple et  compte  pour  trois  parmi  les  tangentes 
issues  de  l'origine;  on  aura  pour  les  tangentes 
infiniment  voisines,  en  faisant    v  =  —  1 , 


te  est  de  signe  contraire  à  w. 


64.  Supposons  maintenant  que  le  point  de  contact  soit  k 
rinfini;  il  faut  pour  cela  que    cp',„(M,  v)  et   o'„,{u,  v)   ne  soient 

u  r 

pas  nuls  en  même  temps  et  que  o,„_i(i/,  v)  soit  nul. 

Ceci   revient   à  dire    que    u  —  Wi    est  facteur  simple  de 
^rn{u)  et  divise  ^m-i(w). 

Posons 

4^m(w)  =  {u  —  u,)g[u) ,  g[uC)  ^  0. 

On  aura  Téquation 

avec  la  condition  '^m-\{u\)  =  0. 

Supposons  d'abord  ']^m-2(wi)  ^f:  0; 

dans  ce  cas     u  —  Wi     est  infiniment  petit  du  deuxième  ordre, 
et  sa  partie  principale  est  donnée  par  la  règle  de  Puiseux, 


'}m-2(Wl) 


ce  qui  montre  que  u  —  Wi  a  un  signe  constant.  Pour  la 
détermination  du  point  de  contact,  on  se  reportera  au  nu- 
méro 61. 

Quand  le   point  de  contact  de  la  tangente  D  est  à  l'infini, 
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u  —  Ml     est  d'ordre  infinitésimal  supérieur  à  iv,   alors  p  est 
plus  grand  que  1  et  l'on  voit  que    y^  —  u^x^     a  le  signe  de  lo. 
On  aura  alors  sans  peine  la  forme  de  la  courbe. 

Supposons  par  exemple      — >*0;     u — u^     seranega- 

tif  quel  que  soit  w;,  et 
on  aura  la  forme  de 
courbe  représentée 
par  la  figure  ci -con- 
tre. 

65.  Il  peut  arriver 
que  le  coefficient 
de  iv^  soit  nul  pour 
w  — Wi.  Si  le  coefficient  de  lo^  est  différent  de  zéro,  u  —  u^ 
sera  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  et  on  aura 


^»>-3(^l) 


IV' 


et    en    supposant 

— ; — r-  >  0,  on  ob- 

tiendra  la  disposition 
ci-contre. 

C'est  le  point  de 
rebroussement  à  l'in- 
fini. 

D'une  manière  gé- 
nérale, si  on  sup- 
pose 


et 


^2,(^1)  z^  0, 

U  —  Wi    sera  infiniment  petit  d'ordre  p  ;  on  aura 


u Ml  = 


«0 


^(Wl) 


WP. 
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Si  p  est  pair,  on  aura  la  forme  indiquée  sur  ravant-dernière 
figure.  Si  p  est  impair,  on  se  reportera  à  la  dernière  figure. 

66.  Considérons,  comme  exemple,  l'écjuation  tangentielle  de  l'hy- 
perbole rapportée  à  ses  axes, 

ahi^  —  h'V^  — 10^  =  0  ; 
en  y  faisant    v  zn  —  1,     on  a 

aHi^  —  &2  _  1^2  —  0, 

ce  qui  donne  les  deux  asymptotes   passant  par  l'origine  qui  ont 
pour  coefficients  angulaires    zb  —  • 


De  l'équation  on  tire 


h 

u 

a 


et,  en  négligeant  les  infiniment  petits 
d'ordre  supérieur, 

b  10^ 


lah' 


donc 


u sera    positif  pour    les 

tangentes  voisines,   ce  qui  donne  la 
position  de  la  courbe  représentée  par 
la  figure  ci-contre. 
67.  Supposons  maintenant  que  la  tangente  D  soit  une  tan- 
gente double;  fû,  fl  et  f,l  doivent  être  nulles  pour  les  coordon- 
nées de  cette  droite.  En  se  reportant  aux  expressions  de  ces 
dérivées  données  au  numéro  59,  on  voit  que  o'  (  w,  u),  o'  (w,  v) 


et  o,n_i 


v'^. 


w,  y)  doivent  être  nuls,  ce  qui  exige  que  o,,,[u,  v)  soit 
divisible  par    [u^^^vpY     et  o,„_,(w,  u)   par     wa 
On  a  aussi 

ta*    = 


o"  (y,  v) 

ut 

fuv    =   ?1(W,   v) 
uv 


uv 

wo"     (u,  v)- 


C  V 
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et  ces  six  dérivées  ne  doivent  pas  être  nulles  en  même  temps. 
L'équation  de  l'ensemble  des  points  de  contact  est 

Ui  UV  1*  U 

H-2V\Vcp;^^_^(M,t;)  4-2W2'f„,_2Ki;)  ==0. 

Supposons  que  Tun  des  points  de  contact  soit  à  distance 
finie  ;  on  pourra  alors  y  transporter  Torigine,  et  les  coefficients 
de  U^  UV,  V^  dans  cette  dernière  équation  seront  nuls  ;  par 
conséquent  o„,{u,  v)  admettra  trois  fois  le  facteur    t/a-f-  v'^. 

En  reprenant  les  notations  du  numéro  60,  Téquation  pourra 
s'écrire 

{u  —  UiYg{u)  -\-  îv{u  —  ui)gi{u)  -+-  z^^<l^,„_2(w)  -I-  .  . .  =  0  ; 

pour  séparer  les  trois  valeurs  infiniment  petites  de  w  — Wi, 
nous  construirons  le  polygone  de 
Newton  en  supposant  d'abord 

g{u,)  :^  0,      g,{u,)  ^  0,      J.„,_,(i/0  :^  0. 
Deux  cotes  sont  à  considérer. 
Nous  poserons  d'abord 
1 

u Ui  =  zw  ^  , 

et,  en  remplaçant  dans  l'équation,  on  aura  pour  déterminer  s, 
g{u,)z^-i-g,{u;]  =0; 


w 

\ 

^ 

^ 

0 

U-Uj 

on  obtient  ainsi 


U  —  Ui   =  ±\J- 


Ui 


w   ne  peut  avoir  qu'un  signe  déterminé,  on  retrouve  alors  la 
forme  représentée  par  la  figure  du  numéro  61. 
Pour  l'autre  coté  du  polygone  on  posera 

u — Ml  =  ZW] 

mais  alors,  u  —  Ux  et  tv  étant  infiniment  petits  de  même 
ordre,  le  point  limite  d'intersection  de  cette  droite  et  de  la  tan- 
gente D  a  une  position  différente  de  l'origine  ;  nous  obtenons 
le  deuxième  point  de  contact,  qu'on  peut  étudier  directement 
en  transportant  l'origine  en  ce  point. 
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Il  peut  arriver  que  o,„(w,  v)  admette  plus  de  trois  fois  le 
facteur  wa-i-rP;  nous  aurons  à  l'origine  un  point  de  re- 
broussement  si  Texposant  du  facteur  est  pair,  et  un  point  sans 
particularité  géométrique  si  l'exposant  est  impair,  comme  on 
l'a  vu  aux  numéros  61  et  62. 

En  résumé,  dans  le  cas  où  les  deux  points  de  contact  sont 
réels,  distincts  et  à  distance  finie,  on  peut  obtenir  les  figures 
suivantes  : 


68.  Considérons  comme  exemple  la  courbe  enveloppe  d'une 
droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  décrivent  deux 
droites  rectangulaires.  L'équation  tangentielle  de  cette  courbe  est 

a^u^v-  —  io2(m2  -\-v-^)  =z  0. 

On  voit  que  Taxe  des  x  est  tangente  double,  et  que  les  deux  points 
de  contact  ont  pour  abscisses    zt  a. 

Transportons  Torigine  en  l'un  de  ces  points,  celui  qui  a  pour 
abscisse  a  par  exemple  ;  l'équation  devient 


0, 


ahiH^  —  {w  —  «M)2(tf2  4-  v2)  =:  0 
ou  —  «^w*  4-  2auic[u^  4-  r^)  —  w^{u^  +  v-) 

ou  en  faisant    v  =z  —  1     et  changeant  les  signes, 

aHt*  —  2auw{u^  H-  1)  +  lo^u^  +  1)  =  0. 

Quand  w  tend  vers  zéro,  quatre  valeurs 
de  u  sont  infiniment  petites  ;  donc  par  l'ori- 
gine on  peut  mener  quatre  tangentes  confon- 
dues avec  l'axe  Ox. 

Pour  séparer  les  valeurs  infiniment  petites 
de  w,  je  construis  le  polygone  de  Newton, 
dont  le  premier  coté  me  donne  trois  valeurs 

1 

de  u  d'ordre  —  ;  en  posant 

o 
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on  a 


d'où 


On  voit  que  u  a  sans  cesse  le  signe  de  w^ 
ce  qui  donne  la  forme  ci-contre. 


69.  Si  <|^m-2(wi)  était  nul,  le  deuxième 
point  de  contact  serait  à  Tinfini  ;  on  Tétu- 
dierait  comme  plus  haut  (numéros  64  et  65). 

Si  ^i(wi)  est  nul,  4^^-2(^*1)  étant  différent  de  zéro,  cp^_i(î/,  u) 
contient  deux  fois  le  facteur  wa-i-v^,  l'équation  de  l'en- 
semble des  points  de  contact  se  réduit  à 

W^  =  0, 

ces  points  sont  confondus  à  l'origine.  Nous  allons  étudier  la 
position  de  la  courbe. 
L'équation  pourra  s'écrire 

(w  —  u^Yg{ii)  -+-  w{u  —  u^fg^iu)  -f-  w^rnAu)  H =0, 

^i(m)  n'ayant  plus  la  môme  signification  que  plus  haut. 
En  supposant  d'abord  g[u^)  différent  de  zéro,  on  a  un  seul 
côté   dans   le    polygone  de    Newton , 
u  —  Wi     est    infiniment  petit    d'ordre 


—  5    et  en  posant 

o 

2 

^"^*  U Ml   =  ZW^  , 

z  est  déterminé  par  l'équation 
d'où 


9{^i) 


("1)  c 
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y 


On   voit    ainsi   que     u  —  u^     a  un 
signe  constant  quel  que  soit  2v. 
Si  on  suppose 


>o, 


u  —  Ui  sera  positif,  et  on  aura  la 
forme  indiquée  par  la  figure  ;  Torigine 
est  un  point  d'inflexion. 


70.    Supposons    maintenant      g{u^)  =  0      et     ^i(m,)7^0; 
Téquation  s'écrit 

{u  —  Wi)S(m)  +  iv{u  —  u^Ygy{u) 

-^-^^'4'm-2M4-.••  =0. 
Nous  poserons  alors 


u Wi 


zw^ 


et  z  sera  déterminé  par  l'équation 

z*cp(wi)  -+-  z^g,[Ui)  -h  •]^,„_2(wi)  =  0. 
Posons    z^  =  t\    l'équation  devient 

Si  cette  équation  a  ses  racines  imaginaires,  les  tangentes 
voisines  de  la  droite  D  sont  imaginaires,  il  en  est  de  même 
des  points  de  contact. 

Si  cette  équation  a  ses  racines  réelles  et  distinctes,  soient 
tx  et  ^2,  les  valeurs  infiniment  petites  de  u  —  Wi  seront  don- 
nées par 

u  —  Wi  =  it:  y/^ 

t^<0  t>0     I    t^<0 

-^ 

et  l'on  a  les  figures  ci-dessus  selon  les  signes  de  ^  et  de  t^. 
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71.  S'il  arrive  que  réquation  du  second  degré  en  t  ait  ses 
racines  égales,  il  faut  pousser  plus  loin  la  séparation  des  va- 
leurs infiniment  petites  de    u  —  Ui. 

Posons     M  =  Wi  -I-  6  ;     Téquation  prend  alors  la  forme 
e*cp(wi  H-  6)  +  io%^g,{u,  -4-  6)  -+-  w;2^,„_2(wi  +  G)  +  •  •  •  =  0, 
qu'on  peut  écrire 


G* 


?(Wl) 


IC^'' 


ecf'(i/i) 


H-  e^i(wi) 


4'm-2(Wl) 


+  •=0 


ou  encore 

?(wi)(e2~a?f;)='4-oY(o)-+-i<;eYi(o)  +  z^20^2(e)  +  ?^Y3(B)  +  ---  =  o, 

/(^)>  A(^)i  /2(^)»  A(^)  représentant  des  polynômes  entiers  en  6 
ayant  un  terme  indépendant,  et  a  désignant  la  racine  double 
de  l'équation  en  t. 

Supposons  a  >  0  ;  on  ne  pourra  donner  à  iv  que  des 
valeurs  positives,  et  pour  éviter  les  exposants  fractionnaires 
nous  poserons 

e  sera  alors  du  premier  ordre  par  rapport  à  w'  ;  en  désignant 
par  zio'  sa  partie  principale,  on  aura,  après  avoir  divisé 
par  w/*, 

o(m,)(z2  —  a'2)2  H-  zho'f(zw')  -i-  z^w'f,[ziv')  4-  zw'f\[ziv') 

^iv'^f,{zio')-^--  =0, 
équation  de  la  forme 

(22  _  a'2)2  +  zz(;'[ Az*  -h  Bz2  +  C]  4-  io^'g  (z)  H-  •  •  •  =  0 . 

Si  l'on  suppose 

M  =  Aa'*-+-Ba'2  4-G7f:0, 

les  valeurs  de  z  se  séparent  immédiatement  : 


(z-ha')2 


M    , 

4a'     ' 


74    COORDONNÉES  TANGENTIELLES.  GÉOMÉTRIE  PLANE 

OU,  en  remplaçant  z  par  sa  valeur  — , 

iv' 

0 


M 


6  =r   li  —  W,    rrr   lo'\—  a'  dz   \J -\-  —,  uA  • 


Si    —  >>  0,     on  ne  pourra    donner  à  lo'  que  des  valeurs 

négatives  dans  la  première  expression,  et  des  valeurs  posi- 
tives dans  la  deuxième,  de  sorte  que  a'  étant  positif,   les  deux 
valeurs  réelles  de  6  seront  négatives,  et  iv  est  toujours  positif. 
On  aura  donc  la  forme  de  courbe  représentée  par  la  figure 
ci-contre  ;   on   dit  que   l'origine   est  un 
point    de    rebroussement     de     seconde 
espèce. 

Pour  continuer  la  discussion,  il  fau- 
drait examiner  le  cas  où    M  =  0,     puis 
ensuite  supposer  que  le  premier  terme  de 
l'équation  écrite  au  début  du  numéro  70, 

contient  plus  de  quatre  fois  le  facteur    u  —  w,,     et  ainsi  de 
suite. 

On  étudiera  de  la  même  manière  le  cas  de  la  tangente  triple, 
quadruple,  etc. ;  la  méthode  est  toujours  la  même;  elle  con- 
siste à  développer  u  —  xi^  en  série  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  w. 

72.  Dans  tout  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  que  la 
tangente  n'était  pas  parallèle  à  Oy  ;  dans  le  cas  contraire,  en 
transportant  l'origine  en  un  point  de  cette  tangente,  elle  se 
confond  avec  Oij  ;  pour  étudier  la  position  des  tangentes 
voisines,  on  supposera  w  =  1  et  on  développera  v  en  série 
ordonnée  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  iv. 

73.  A  titre  d'exemple,  supposons  que  l'axe  des  y  soit  tan- 
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gente  double,  c'est-à-dire  que   o,„  (m,  v)  soit  divisible  par  v^ 
et    Or„-i(w,  v)    par  v. 

Cherchons  la  condition  pour  que  les  deux  points  de  contact 
soient  à  Tinfini  ;  il  faut  pour  cela  que  Féquation  de  Tensemble 
de  ces  points  (67)  se  réduise  à 

V^  =  0. 

Il  en  résulte  que  o,„(w,  v)  et  o,„_i(w,  v)  seront  divisibles  par  u^, 
?m_2(w,u)  par  V. 

En  faisant  alors  w  =  1  dans  l'équation  de  la  courbe,  elle 
s'écrit 

v'^g{v)  -h  îvv'gi{v)  -+-  lu^vg^iv)  -+-  lu^^v)  -{-•••  =  0, 

g(v),  ^i(v),  g^i^)^  ^{v)  désignant  des  polynômes  entiers  en  v 
ayant  un  terme  indépendant. 

Quand  lu  tend  vers  zéro,  deux  valeurs  de  v  sont  infiniment 
petites,  et  leurs  valeurs  principales  sont  données  par 


v  =  dz\/- 


m 


iir 


On  ne  peut  donner  à  lo  que  des  valeurs  de  signe  contraire  à 

m 

^(0)' 

Supposons     -7~  >•  0,     10  reçoit  des 

valeurs  négatives,  et  en  remarquant 
que  10  est  l'abscisse  changée  de  signe 
du  point  de  rencontre  de  la  tangente 
avec  Oa?,  et  que  v  est  l'inverse  changé 
de  signe  du  coefficient  angulaire,  on  a 
aisément  la  position  des  tangentes 
infiniment  voisines,  et  celle  de  leurs  points  de  contact. 
La  figure  obtenue  représente  le  point  d'inflexion  à  l'infini. 
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74.  Tangentes  par  un  point  extérieur.  —  Soient 

f[u,  t\  w)  =  0 

réquation  tangentielle  d'une  courbe  C,  et  a,  p  les  coordonnées 
d'un  point  A. 

Les  coordonnées  des  tangentes  menées  à  la  courbe  par  le 
point  satisfont,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  aux  deux  équa- 
tions 

f{u,  V,  îv)  =  0, 

iix  -\-  v^^  -h  w  =  0 . 

Le  nombre  de  ces  tangentes  est  égal  à  la  classe  delà  courbe. 
En  éliminant  iv  entre  ces  deux  équations,  on  aune  équation 
homogène  en  u  et  v, 

f[u,  V,  —  (uoc  -+-  v^)]  =  0, 

qui  détermine  les  directions  de  ces  tangentes. 

En  y  faisant  u  =  m,  v  =  —  1,  on  aura  l'équation  aux 
coefficients  angulaires  de  ces  tangentes, 

f{m,     —1,     i^  —  mx)=0. 

On  peut  d'ailleurs  obtenir  cette  équation  plus  rapidement 
en  écrivant  qu'une  droite  quelconque  passant  par  le  point  A, 

y  —  ?  =  i^{x  —  *), 
est  tangente. 
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75.  Appliquons  ce  résultat  au  cas  où  la  courbe  est  de  deu- 
xième classe, 

/"(m,  î; ,  2v)  =  au^  -\-  a'v^  -h  d'id^  +  ^bviv  -h  ^b'icu  -h  Wuv  =  0  ; 

on  aura  pour  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes issues  du  point  (a,  |i) 

am'-^a'  -h  a"(13  — maf— 26(?  -ma)-h26'7?i(P  —  m7.)  —  '^b"m  =  0 

ou 

7n2(a"a2— 2^'a4-a— 2w(a"ap— 26:c— 26'P-f-^")4-a"P'— 2ô?+^'=0. 

Si  réquation  représente  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes, 

ou  une  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à   sa  tangente    au 

sommet , 

f{ii^  v^  w)  =  pv^  — ^uw  —-  0, 

les  coefficients  angulaires  des  tangentes  menées  par  le  point 
A  seront  donnés  respectivement  par  les  équations 

a^rn^-^b'^  —  {?>—may  =  0, 
et 

p  —  2m(p  —  ma)  =  0. 

76.  On  peut  par  le  même  procédé  obtenir  l'équation  de  l'en- 
semble de  ces  tangentes.  Soit  (a?,  y)  un  point  d'une  de  ces 
tangentes  ;  comme  elle  passe  par  le  point  (a,  p),  son  équation 
sera 

X  —  a         X  —  a 

et  tout  revient  à  écrire  que  cette  droite  est  tangente,  c'est-à- 
dire  que  ses  coordonnées  satisfont  à  l'équation  tangentielle  de 
la  courbe. 
Il  suffit  de  remplacer  dans  l'équation  aux  coefficients  angu- 

1  .  y—? 

1  aires  m  par 

X CL 


,  ce 

qui 

donne 

- 

-1, 

P_a. 

X  - 

—  a 

78    COORDONNÉES  TANGENTIELLES. GÉOMÉTRIE  PLANE 

OU,  en  chassant  le  dénominateur    x  —  a, 

77.  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  Féquation 
tangentielle  de  l'ensemble  des  points  de  contact  des  tangentes 
issues  du  point  A  à  la  courbe  C. 

Soient  m',  v\  w'  les  coordonnées  d'une  de  ces  tangentes  ; 

on  a 

f[u',  v\  IV')  =  0, 

Écrivons  qu'une  droite  (w,  u,  w)  passe  par  le  point  de  con- 
tact de  cette  tangente  ;  on  aura 

En  éliminant  u\  v',  iv'  entre  ces  trois  équations,  on  aura 
l'équation  cherchée. 

L'élimination  se  fait  aisément  dans  le  cas  où  la  courbe  est 
de  deuxième  classe  ;  car  la  dernière  équation  peut  s'écrire 

On  a  alors  deux  équations  du  premier  degré  en  u\  v\  w'  dont 
les  solutions  sont  données  par 

u'  v'  w' 


ni-n    fi- 4L'    ^fi—ML' 

en  substituant  dans  la  première,  on  obtient 

On  a  ainsi  une  équation  du  deuxième  degré  en  m,  v,  w  qui 
représente  les  deux  points  de  contact. 

78.  Remarque.  —  En  écrivant  que  dans  cette  équation  le  coef- 
ficient de  w^  est  n\i\,  on  a  une  relation  entre  a  et  p  exprimant 
que,  parmi  les  tangentes  issues  du  point  A,  l'une  a  son  point 
de  contact  à  l'infini  ;  on  peut  donc  dire  que  cette  relation  est 
l'équation  de  l'ensemble  des  asymptotes  de  la  courbe  consi- 
dérée. 
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On  a  de  même  Féquation  de  l'ensemble  des  asymptotes 
d'une  courbe  quelconque  de  classe  n,  en  formant  Téquation 
des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point,  et  annu- 
lant le  coefficient  de  iv"^  dans  cette  équation. 

79.  Tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée. —  Soit  m  le 

coefficient  angulaire  de  la  direction  donnée.  Les  coordonnées 

des  tangentes  parallèles  à  cette  direction  seront  données  par 

les  équations 

/•(m,  V,  10)  =  0, 

u-{-vm  ^=  0. 

Si  Ton  veut  les  ordonnées  à  l'origine  de  ces  tangentes,  on 

écrira  que  la  droite 

y  =  mx  -\-  X 

est  tangente,  ce  qui  donne 

f{m,     -1,     l)  =  0, 

équation  en  X  qui  détermine  les  ordonnées  à  l'origine. 

En  y  remplaçant  X  par  tj  —  mx,  on  aura  l'équation  de 
l'ensemble  de  ces  tangentes. 

Les  équations  bien  connues 


y  =.  mx  zb  \/a-m'--{-  0^, 

P 

y  =  mx  -+-  -—  , 

relatives  à  l'ellipse  et  à  la  parabole,  sont  des  cas  particuliers 
de  cette  équation. 

80.  On  obtiendra  de  la  même  manière  que  plus  haut  (77 
l'équation  de  l'ensemble  des  points  de  contact  ;  il  suffira  d'éli- 
miner w',    v\  w'   entre  les  équations 

f[u\  v',  iv')  =  G, 
u'  -4-  v'm  =  0, 
yfû'  -1-  vfi'  4-  îVfr','  =  0. 
Dans  le  cas  où  la  courbe  est  de  deuxième  classe,  la  dernière 
s'écrit 
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et  le  résultat  de  Félimination  peut  s'écrire 

fimfL,     -A,     f!.-mn)  =  0. 

81.  Remarque.  —  En  annulant  le  coefficient  de  iv"^^  on  aura 
r équation  aux  coefficients  angulaires  des  directions  asymp- 
totiques. 

82.  La  recherche  des  tangentes  parallèles  à  une  direction 
donnée  se  déduit  sans  difficulté  de  la  recherche  des  tangentes 
menées  par  un  point  (a,  p).  Il  suffît  de  supposer  que  le  point 
s'éloigne  à  Tinfini  dans  la  direction  donnée  ;  à  cet  efTet   on 

a         e 

remplace  a  et  p  par    -    et    -,   on  chasse  le  dénominateur 

Y  T 

Y  et  on  fait  ensuite     y  =  0.     Dans  l'équation  qui  en  résulte 

a,  p  désignent  les  paramètres  directeurs  de  la  direction.  Si  m 

est  son  coefficient  angulaire,  il  suffit  de  remplacer  a  par  1  et 

p  par  m. 

83.  Intersection  d'une  courbe  et  d'une  droite.  —  Considé- 
rons une  courbe  G  ayant  pour  équation  tangentielle 

f{u,  V,  U))  =z  0 

et  une  droite  D  ayant  pour  coordonnées  u^,  v^,  n\. 

Nous  nous  proposons  de  déterminer  l'équation  tangen- 
tielle des  points  de  rencontre  de  la  courbe  et  de  la  droite. 

11  nous  faut  pour  cela  chercher  la  condition  pour  qu'une 
droite  A(w,  v,  lo)  passe  par  l'un  de  ces  points  ;  ce  qui  revient 
à  écrire  que  le  point  de  rencontre  M  des  deux  droites  D  et  A 
est  sur  la  courbe,  ou  encore  que  par  ce  point  on  peut  mener 
deux  tangentes  confondues  à  la  courbe. 

Une  droite  quelconque  passant  par  le  point  M  a  pour  coor- 
données Xm+hiWo,  \v-\-\i.VQ,  ^w-^\i.WQ\  cette  droite 
sera  tangente  à  la  courbe  si  l'on  a 

f{\u  +  [i.Mo,     /y  -4-  [^Vo,     >^w'  -H  \i.n\)  =  0, 
et  il  faut  écrire  que  cette  équation  a  une  racine  double  en  -. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  est  de  seconde  classe,  l'équation 
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qui  précède  est  du  second  degré  ;  elle  peut  s'écrire 
et  pour  qu'elle  ait  ses  racines  égales,  on  doit  avoir 

On  a  ainsi  l'équation  des  points  de  rencontre  de  la  droite  et 
de  la  courbe. 

On  peut  dire  aussi  que  cette  relation  exprime  que  les  deux 
droites  (i^^,  u^,  iv,)  et  (w,  v,  lo)  se  coupent  sur  la  conique. 

84.  Cherchons  la  condition  pour  que   les   deux  points  de 
i^encontre  de  la  droite   (w^,  v,,  lOç^)  et  de  la  conique   soient 
réels. 
Soit 
f{u,  V,  iv)  =z  au^  4-  a'v^  -h  a"iv^  H-  ^bvw-^^b'wu  +  Wuv  =  0 

l'équation  de  la  conique  ;  l'équation  de  l'ensemble  des  points 
de  rencontre  de  cette  courbe  et  de  la  droite  (i^g,  v^,  w,)  peut 
s'écrire 

Cette  équation  représentera  deux  points  réels  si  Ton  a  (25) 

On  voit  que  /"(w^,  v,^  ii\)  est  en  facteur,  et  la  condition 
devient 

ou,  en  divisant  par  u\^ 

^f{u,,  V,,  Wq)  <  0, 

A  désignant  le  discriminant  de  la  fonction  f{u,    v,   w). 

Nous  obtenons  ainsi  la  signification  géométrique  du  signe 
du  premier  membre  de  l'équation  tangentielle  d'une  conique. 

Si  f{itQ^  Vq,  îv^j)  est  nul,  la  droite  (wq,  Vq  ,  iv,)  est  tangente  à 
la  conique. 

Si  /"(wy,  Up,  iVq)  est  de  signe  contraire  à  A,  cette  droite  ren- 
contre la  conique  en  deux  points  réels. 

COORDONNÉES.    —  U  6 
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Enfin,  si  /"(t^o,  Vq,  îVq)  a  le  signe  de  a,  la  droite  rencontre 
la  conique  en  deux  points  imaginaires. 

85.  Si  la  droite  donnée  est  à  Tinfini,  c'est-à-dire  si 
Wq  =  Vg  —  0,  l'équation  aux  points  de  rencontre  représen- 
tera les  points  à  l'infini  de  la  courbe,  elle  sera  homogène  en 
u  et  V,  elle  détermine  les  directions  asymptotiques.  En  y  fai- 
sant u=m  et  u  =  — 1,  on  aura  l'équation  aux  coeffi- 
cients angulaires  de  ces  directions. 

Examinons  seulement  le  cas  où  f{u,  u,  iv)  est  du  deuxième 
degré.  Supposons 

/"(w,  v^  iv)  =  av}  -\-  a'v^  -t-  aV  -\-  ^bvw  -h  'ib'wu  -+-  ^b"uv  =  0; 

l'équation  des  points  de  rencontre  avec  la  droite   wo,  fg,    ic^ 
est 

faisons    u^  =  v^  =  0    et    w'(,  =  1  ;     il  vient 

fn^  —  Af[u,  V,  iv)a"  =  0 
ou 

ou,  en  développant, 

(b'2_aa"}u^-\-2uv{bb'  —  a"b")-}-{b'  —  a'a"y  =  0, 

ou  encore,  en  introduisant  les  mineurs  du  discriminant, 

AV  — ^B'muH-Au^  =  0; 

l'équation  aux  coefficients  angulaires  des  directions  asympto- 
tiques sera  donc 

A'm2-h2B"£^  +  A  =  0, 

qui  se  déduit  immédiatement  de  l'équation  ponctuelle. 

86.  Tangentes  aux  points  de  rencontre  d'une  courbe  et 
d'une  droite.  —  Soient  toujours  la  courbe  C  qui  a  pour  équa- 
tion tangentielle 

f{u,  r,  w)  =  0,  (1) 

et  la  droite    D(mo,  Vq,  iv^). 
Je  considère  une  tangente  à  la  courbe  dont  les  coordonnées 
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w,  V,  w  satisfont  à  l'équation  (1),  et  j'écris  que  son  point  de 
contact  est  sur  la  droite  D  ;  on  a  ainsi 

u,n-hvjl-^ivj:,  =  0.  (2) 

Cette  équation,  jointe  à  (1),  détermine  les  coordonnées  des 
tangentes  cherchées. 

Si  l'on  suppose  que  la  courbe  soit  algébrique  et  de  classe 
m,  l'équation  (1)  sera  du  m°  degré,  l'équation  (2)  de  degré 
m  —  1  ;  nous  aurons  m[rn^  i)  solutions  ;  le  degré  de  la 
courbe  est  donc    7n{î?i  —  1). 

Cette  conclusion  est  en  défaut  si  la  courbe  admet  des  tan- 
gentes multiples,  car  les  coordonnées  de  ces  tangentes  annu- 
lant f{u,  V,  lu)^  fi,  /*,',  f[^  vérifient  les  équations  (1)  et  (2) 
quels  que  soient  î/q,  v^,  w^. 

On  peut  établir  qu'une  tangente  double  dont  les  points  de 
contact  sont  distincts  compte  pour  deux  solutions;  si  les  deux 
points  de  contact  sont  confondus,  c'est-à-dire  si  la  tangente 
est  d'inflexion,  elle  compte  pour  trois. 

Il  en  résulte  que  le  degré  de  la  courbe  est  inférieur  à 
m[m  —  l)  si  la  courbe  a  des  tangentes  multiples  ;  si  l'on 
désigne  par  t  le  nombre  des  tangentes  doubles,  par  i  le  nom- 
bre des  tangentes  d'inflexion,  et  si  l'on  suppose  que  la  courbe 
n'a  pas  de  tangentes  multiples  d'ordre  supérieur,    le  degré 

sera  égal  à 

m(m— 1)— 2<  — 3/. 

87.  Si  la  droite  donnée  est  à  l'infini,  les  équations  (1)  et  (2) 

se  réduisent  à 

f[u,  V,  w)  =  0, 

elles  déterminent  les  coordonnées  des  asymptotes. 

88.  Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  est  de  deuxième 
classe,  Téquation  (2)  peut  s'écrire 

ufû  -i-  vn  +  IV f^,  =  0. 

'      0  '    '0  '       0 

Si  l'on  y  considère  w,  v,  iv  comme   des  coordonnées  cou- 
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rantes,  elle  représente  un  point,  par  lequel  passent  les  tan- 
gentes menées  à  la  conique  aux  points  de  rencontre  avec  la 
droite  D  ;  ce  point  est  donc  le  pôle  de  la  droite  D  ;  ses  coor- 
données sont   fl  ,  fi  ,  fw  . 

'      0        '      0  0 

Ainsi  nous  obtenons  un  résultat  important.  Si  une  droite 
D(Mo,  v^^,  ^v^^)  est  tangente  à  une  conique  d'équation 

f{u,  u,  w)  =^  0, 
les  coordonnées  du  point  de  contact  sont    fû  ,  fl   et  /"/,. . 

^  '      0  0  '       0 

Si  la  droite  n'est  pas  tangente,  ces  quantités  sont  les  coor- 
données homogènes  du  pôle  de  cette  droite,  l'équation  de  ce 
pôle  pouvant  s'écrire  indifféremment 

ou 

89.  Normales  et  Développées. —  Soit  {u',  v\  w')  une  tan- 
gente à  la  courbe, qui  a  pour  équation 

/"(a,  u,  'w)  =  0. 
On  aura 

f{u\  v',  iv')  =  0  ; 

le  point  de  contact  a  pour  coordonnées  /"J-,  /"/',  fL'  ;  la  nor- 
male en  ce  point  étant  perpendiculaire  à 'la  tangente,  ses  coor- 
données M,  V,  10  satisferont  aux  deux  équations 

uu'-\-vv'  —  (wu'-h  W)  cos  6  =  0, 

6  désignant  Tangle  des  axes. 

En  éliminant  u' ,  v\  w'  entre  ces  trois  équations,  on  aura  une 
relation  entre  w,  v,  w;,  que  vérifieront  les  coordonnées  de 
toutes  les  normales  ;  ce  sera  l'équation  tangentielle  de  l'enve- 
loppe des  normales,  c'est-à-dire  de  la  développée. 

On  a  donc  ainsi  une  méthode  pour  obtenir  l'équation  tan- 
gentielle de  la  développée  d'une  courbe,  connaissant  l'équation 
tangentielle  de  cette  courbe. 

L'élimination  est  fort  simple  dans  le  cas  où  la  courbe  est  de 
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deuxième  classe,  car  les  deux  dernières  équations  sont  du  pre- 
mier degré  ;    on  peut  alors  les  résoudre  par  rapport  à  w\ 
v\  iv'. 
Ces  équations  s'écrivent 

u'[u  —  V  cos  6)  H-  v'[v  —  u  cos  G)  =  0  ; 
on  en  déduit 

u'  _  y'  ^ —  w'fL 

V — acosO        — (w— -y  cos  6)        [v  —  ucos^)fû  —  {u  —  vcos^)fv 
ou 


En  transportant  ces  valeurs  de  w',  v\  w'  dans  la  relation 

f{u',  v\  ic')  =  0, 
on  a 

f[{v  —  u  cos  ^))fi,     —  (u  —  V  cos  6)/;;.,     (u  —  V  cos  ^)fl 

—  {v  —  ucos  6)/"^]  =0. 
Si  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires,  l'équation  se 
simplifie  et  devient 

f[vfL,     —  uflo,     ufi,  —  vf^)  =  0 . 

Mais  il  est  important  d'observer  que  ces  considérations  ne 
s'appliquent  qu'aux  courbes  de  deuxième  classe. 

90.  L'équation  trouvée  est  du  quatrième  degré,  par  suite  la 
développée  est  de  quatrième  classe  ;  il  y  a  cependant  excep- 
tion dans  le  cas  où  la  conique  est  une  parabole. 

Nous  verrons  plus  tard  que  dans  ce  cas  le  coefficient  de  w^ 
dans  la  fonction  f{u,  v,  iv)  est  nul,  de  telle  sorte  que  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  de  la  développée  est  divisible  par 
f,ô.  Si  on  égale  ce  facteur  à  zéro,  on  a  l'équation  d'un  point  à 
l'infini  dans  la  direction  de  l'axe;  ce  résultat  pouvait  se  voir 
a  priori,  car  on  sait  que  si  une  conique  à  centre  se  déforme 
de  façon  à  avoir  pour  limite  une  parabole,  parmi  les  quatre 
normales  qu'on  peut  mener  d'un  point  à  cette  conique,  l'une 
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de  ces  normales  a  pour  limite  une  parallèle  à  Taxe  de  la  para- 
bole. Il  en  résulte  que  les  parallèles  à  Taxe  d'une  parabole 
peuvent  être  considérées  comme  des  normales  singulières, 
l'enveloppe  de  ces  droites  étant  le  point  à  Tinfîni  dans  la  direc- 
tion de  Taxe. 

En  supprimant  alors  le  facteur  f[^,  il  restera  une  équation 
du  troisième  degré  en  w,  v,  w,  qui  sera  Téquation  tangentielle 
de  la  développée.  Cette  courbe  est  donc  dans  ce  cas  de  troi- 
sième classe. 

91.  Applications.  —  Considérons  l'équation 

f{u,  v,  ic)  =z  a-a^  H- &2-y2  —  ^2  ;—  0^ 

qui  représente  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes.  Pour  avoir  l'équation 
tangentielle  de  la  développée,  je  calcule 

fù  =  2a^u,  fv  =  2b^Vy  fiv  =  —  2 10, 

et  je  remplace  dans  Téquation  de  la  conique  : 

u  par  vf/o,          c'est-à-dire  par         —  2vio  ; 

V  par       —  iifro,       c'est-à-dire  par        -h  2uw  ; 
10  par     vfv  —  vfû,    c'est-à-dire  par    2{b^  —  a^)nv. 

L'équation  de  la  développée  est  donc 

a^vho^  +  b^uho^-  —  [a^  —  b^)^uH^  =  0, 
qu'on  peut  écrire 

Si  Ton  a 

f{u,  V,  lo)  =z  pv^  —  2uio  =1  0, 

c'est-à-dire  si  la  conique  est  une  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à 
sa  tangente  au  sommet,  on  formera  l'équation  de  la  développée  par 
la  méthode  indiquée  ;  le  premier  membre  sera  divisible  par  m,  et  en 
supprimant  ce  facteur,  on  obtient 

pu^  -f-  2v^{pu  -\-  w)  =z  0. 

92.  Connaissant  l'équation   tangentielle   de  la  développée 

d'une  courbe,  on  peut  résoudre  diflerentes  questions  relatives 

aux  normales  de  cette  courbe,  en  opérant  comme  nous  l'avons 

fait  sur  les.  tangentes  au  début  de  ce  chapitre. 

Soit 

o(w,  V,  w)  =  0 

l'équation  de  la  développée  d'une  courbe. 
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Les  coordonnées  des  normales  issues  d'un  point  a,  p   satis- 
feront aux  deux  équations 

o[u,  V,  ÎV)  =  0, 

vix-\-v^-hiv=0. 
L'équation  aux  coefficients  angulaires  de  ces  normales  sera 

o[m,  —  J ,  B  —  mx)  =  0, 

et  l'équation  de  l'ensemble  de  ces  normales  s'en  déduira  en 

V  —  3 

remplaçant  m  par ;     on  obtiendra 

X  —  a 

?[?/— P,  —  (^  — «),   ^.r~-ccy]  =  0. 

De  même,  l'équation 

donne  les  ordonnées  à  l'origine  des  normales  qui  ont  pour 
coefficient  angulaire  m,  et 

cp(m,  —  1,  ?/  —  mx)  =  0 

est  l'équation  de  l'ensemble  de  ces  normales. 
On  obtient  ainsi  pour  l'ellipse  et  la  parabole 

y  =  mx  ±  —  1 

^  v/«'  +  ^'^' 

y=zm{x  —  p) — . 


EXERCICES     ET     NOTES 


1 .  Étant  donnée  la  courbe  x"^  —  yi'  =.  0,  si  d'un  point  de  la 
courbe  on  lui  mène  deux  tangentes,  la  droite  qui  joint  les  points  de 
contact  est  tangente  à  la  courbe. 

On  prend  deux  points  arbitraires  sur  la  courbe,  on  détermine  le 
point  de  concours  des  tangentes,  et  en  écrivant  que  ce  point  est  sur 
la  courbe,  on  obtient  la  même  condition  qu'en  écrivant  que  la  droite 
joignant  les  points  de  contact  est  tangente  à  la  courbe. 
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2.  Trouver  Véquation  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes 
issues  cVun  point  à  une  cissoïde,  et  Véquation  du  cercle  'passant  par 
les  trois  points  de  contact. 

3.  Etant  donnée  la  courbe  kx^  —  27?/^  r=  0,  trouver  le  lieu  d'un 
point  tel  que,  parmi  les  tangentes  issues  de  ce  point  à  la  courbe,  il  y  en 
ait  deux  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  la  conique 

x^  -+-y^  -\-  2axy  :=  B. 

4.  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  une  courbe 
de  classe  n  est  en  général  de  degré    n[n  —  1). 

5.  Courbes  parallèles.  —  Sur  la  normale  en  un  point  quelconque 
M  d'une  courbe  C,  on  porte  une  longueur  constante  MP  ;  le  lieu  du 
point  P  est  une  courbe  Ci .  Démontrer  que  les  tangentes  à  ces  deux 
courbes  aux  points  correspondants  M  et  P  sont  parallèles  ;  c'est  pour 
cette  raison  que  les  courbes  G  et  Ci  sont  appelées  courbes  parallèles. 

Déduire  Véquation  tangentielle  de  Ci  de  Véquation  tangentiell^ 
de  C. 

On  peut  établir  géométriquement  que  les  tangentes  aux   deux 
courbes  aux  points  correspondants   sont  parallèles.    (J.  Bertrand, 
Calcul  différentiel,  p.  12). 

Soient  M,  M'  deux  points  voisins  de  la  courbe 
C  ;  prenons  sur  les  normales  en  ces  points  les 
points  P  et  P'  tels  que  MP  —  M'P'.  11  s'agit 
de  montrer  que  lorsque  M'  se  rapproche  indéll- 
niment  de  M,  l'angle  MPP'  a  pour  limite  un 
angle  droit. 

Abaissons  M'K  et  P'K'  perpendiculaires  sur  MP  ;  on  a 
KK'  =  M'P'  cos  cp, 
o  désignant  l'angle  des  deux  normales  ;  donc 

MP  — KK' =  MP(1  — coscp), 

et  comme  MM',  PP',    o  sont  infiniment  petits  du  premier  ordre, 
MP  — KK'    ou    MK— PK'    est  infiniment  petit  du  deuxième  ordre. 

Or  MK  =  M.M'  cos  M'MK. 

M^MK    a  pour  limite  un  droit,   donc  MK  est  infiniment  petit  du 
deuxième  ordre  ;  il  en  est  alors  de  même  de  PK'. 

Mais  on  a 

PK'  =  PP'  cos  P'PK'. 

Comme  PP'  est  du  premier  ordre,  il  faut  que  P'PK'  ait  pour  limite 
un  droit. 
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Analytiquement,  soient  x,  y  les  coordonnées  du  point  M,  a,  ^ 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale  ;  les  coordonnées  X,'Y  du 
point  P   seront  déterminées  par 

\  =:  X  -\-  11, 

l  désignant  la  longueur  MP. 
On  en  déduit 

d\  =  dx  -i-  Ida, 

dY  z=z  dij-j-  m. 
Multiplions  respectivement  ces  équations  par  a  et  ?,  puis  ajoutons  : 

acLX  +  ^d\  —  ndx  +  'pdy  -\-  L{^doi  +  ?cZ?). 

Or,  on  a     a^  +  ,32  —  i  ;     on  en  déduit     ac?a  +  Pg?,3  =  0. 
D'autre  part,  on  a  aussi    a.dx  -h  ^dy  =  0,    puisque  la  normale  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  ;  on  en  déduit 

ad\  -H  '^dX  —  0, 

,     .   ,    ,.  dX        dy 

cest-a-dire  -^  =:  -t^- 

dX.        dx 

Soit  alors  f[ti,  v,w)-=.0  Téquation  de  la  courbe  C  ;  à  toute 
tangente,  ux-\-vy-\-io  =  0,  de  cette  courbe  correspond  une  tan- 
gente, îix-tvy  -i-io'  —  0,  de  la  courbe  Ci,  telle  que  la  distance 
de  ces  deux  tangentes  soit  égale  à  Z  ;  on  a  donc 

ic  —  lo'    


les  axes  de  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires. 

On  en  déduit  la  valeur  de  lo,  et  Ton  voit  que  l'équation  tangen- 
tielle  de  la  courbe  Ci    est,  après  avoir  supprimé  l'accent  de  lo, 

f{n,  V,  10 -{- J ^ u- -i- V-)  =:  0. 

Si  la  courbe  G  est  une  ellipse, 

la  courbe  parallèle  sera 


ou  [aHi^  -}-  bH^  —  %o'-  —  P{îi'-  -h  r2)i2  _  4;2^p2(^j2  _^  ^2), 

6.  Trouver  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  dont  les 
extrémités  décrivent  deux  axes  rectangulaires . 

C'est  une  courbe  du  sixième  degré,  de  quatrième  classe  ;  hypocy- 
cloïde  à  quatre  rebroussements. 

Trouver  la  développée  de  cette  courbe. 
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7.  Trouver  l'équation  tangentielle  de  la  développée  de  la  cissoïde 
de  Diodes. 


8.  Podaires.  —  On  appelle  podaire  d  une  courbe  par  rapport  a  un 
point,  le  lieu  des  projections  du  point  sur  les  tangentes  à  la  courbe. 

Trouver  l'équation  de  la  podaire  d'une  courbe  définie  par  son 
équation  tangentielle. 

On  appelle  podaire  négative  d'une  courbe  par  rapport  à  un  point 
une  seconde  courbe  qui  a  pour  podaire  la  première. 

Etant  donnée  l'équation  ponctuelle  d'une  courbe^  déterminer  l'équa- 
tion tangentielle  de  sa  podaire  négative.  Examiner  en  particulier  le 
cas  oii  la  courbe  donnée  est  une  droite  ou  une  conique. 

9.  La  différentielle  de  l'arc  d'une  podaire  y  da,  est  donnée  par  la 
formule 

d<j  =  OM.ds, 

ds  désignant  la  différentielle  de  l'arc  de  la  courbe,  0  le  point  par 
rapport  auquel  on  py^end  la  podaire  et  M  le  point  correspondant  de  la 
courbe  donnée. 

10.  Const7^uire  la  podaire  de  l'origine  relativement  à  la  courbe  qui 
a  pour  équation  ponctuelle    x'-^  -\-y'^  —  d-^  =  0. 

11.  D'un  point  on  peut  mener     2m — p     normales  à  la  courbe 

yin  —  maxv  =0  (m  >  ^). 

Démontrer  que  les  pieds  des  normales  sont  situés  sur  une  conique 
indépendante  de  la  valeur  de  a. 

12.  On  donne  deux  droites  Ox,  Og  et  une  conique  ;  on  mène  une 
tangente  variable  à  la  conique  qui  rencontre  Ox  en  A  et  Oy  en  B. 
On  mène  par  A  e<  B  des  parallèles  à  Og  et  à  Ox  qui  se  coiipent  au 
point  M.  Trouver  le  lieu  géométrique  de  ce  point. 

On  trouve  une  courbe  du  quatrième  degré;  déterminer  ses  asymp- 
totes. 

13.  Nous  avons  obtenu  au  numéro  83  la  condition  qui  exprime 
que  deux  droites  (m,  v,  w)  et  (mo,  Vq»  ^o)    se  coupent  sur  la  conique 

f{u,  v,  w)  ■=.  «M- H-  a'c^  4-  •••  =  0. 
Cette  condition  est 

[ihfû  +  v^f'.-i-io^fi)^  —  kf[u,  1?,  l0)f[Uf,,  Vo,  ^^o)  =  0-  (1) 

On  peut  mettre  cette  condition  sous  une  autre  forme  remarqua- 
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ble  en  partant  de  l'équalion  ponctuelle  de  la  conique 

o{x,  y,  z)  =  Ai6-2-hAy  +  ---  =  0. 

Nous  écrirons  pour  cela  que  la  polaire  du  point  de  rencontre 
(ar,  y,  z)  des  deux  droites  par  rapport  à  la  conique  passe  par  ce  point, 
c'est-à-dire  qu'on  a  l'identité 

Xcp,;  +  Yoj;  +  Zoc  =  2X  {iix  -+-  vY  +  loZ)  +  2X'(uoX  -t-  ^oY  +  lOoZ), 

ce  qui  donne,  en  égalant  les  coefficients  de  X,  Y,  Z, 

Ax  -h  B"y  -h  Kz  —  lu  —  a'uq  =  0, 
B"x  -h  M  y  +  Bj  —  Iv  —  X'vo  =  0, 
B'ic  +  Bf/  H-  A"^  —  lio  —  X'io„  =  0, 

avec  les  relations 

ux  H-  vy  +  xcz  =  0, 

idx  -h  v'y  -\-  lo'z  r=  0. 
Ces  cinq  équations  doivent  avoir  des  solutions  non  toutes  nulles 
en  X,  y,  z,  X,  )/  ;    pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  qu'on  ait 
A     B"    B'    u     Uq 
B"    A'    B     V     v^ 


D  = 


B' 

B 

A" 

10 

10 

u 

V 

10 

0 

0 

Uo 

^0 

10  0 

0 

0 

=  0; 


telle  est  la  condition  pour  que  les  deux  droites  se  coupent  sur  la 
conique. 

Il  est  aisé  de  déduire  analytiquement  la  condition  (l)  de  la  condi- 
tion (2). 

Multiplions  les  éléments  des  trois  premières  colonnes  du  détermi- 
1  1  I 

nant  respectivement  par  -  fu,  ^  A,  -  fw,  et  ajoutons  ces  pro- 
duits aux  éléments  de  la  quatrième  colonne,  après  avoir  multiplié 
ces  derniers  par   —  A. 

Les  trois  premiers  éléments  de  la  quatrième  colonne  sont  alors 
nuls^  car  on  voit  aisément  que 


^(aa;- 

i(B%' 


B"fi  +  B'U)  =  \ic, 

-A'fv-hBfrô)   =  AV, 

■Bf,i-hA"r>v)  =  Mo. 


De  même,  multiplions  les  éléments  des  trois  premières  colonnes 
respectivement  par  -fû^,  -fr^,  -fw^  et  ajoutons  ces  produits 
aux  éléments  de  la  cinquième  colonne  multipliés  par    —a. 
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Si  l'on  pose 


^oA' 


j/ro'5 


et  si  l'on  remarque  que  le  déterminant  a  été  multiplié  par  A^,  on 
aura 

A     B"    B'  0  0 

B"    A'    B  0  0 

B'     B     A"  0  0 


DA2  = 


ou  encore 


f{u,  V,  lo) 


H 


H 


/■(Mo,  1^0,  ^Co) 


=  0 


DA2 


A 

B" 

B' 

B" 

A' 

B 

X 

B' 

B 

A" 

1h 


|h 


les  conditions  (l)et  (2)  sont  donc  les  mêmes. 

Corrélativement,  la  condition  pour  que  les  deux  points  {x,  y,  z)j 
(^'o?  2/o>  -o)  soient  situés  sur  une  tangente  à  la  conique,  ou  encore 
Téquation  de  l'ensemble  des  tangentes  issues  du  point  [x^,  y/o,  Sq)  à 
cette  conique  peut  s'écrire  indifféremment 

4cp(a7,  ij,  z]o[X(,,  iJq,  ^o)  —  (^o?x  +  2/o?î/  +  ^o?=)^  =  0 

'     a      b"     b'     X     Xq     \ 
b"     a'      b      y     ijq 
b'      b       a"     z      5n        =0. 


OU 


0     0 


2/o 


CHAPITRE  V 


CLASSIFICATION  DES  COURBES  DE  DEUXIÈME  CLASSE 


A  = 

a'a" 

-b\ 

A'- 

a"a 

-b'\ 

M'= 

aa'- 

-b"\ 

A' A"  - 

-W 

=  a\ 

k"A- 

-B'- 

^a'i, 

AA'- 

-B"^ 

=  a"A, 

93.  L'équation  générale  des  courbes  de  deuxième  classe  est 
/(m,  V,  w)  =  au^ -h a'v'  -h a"w^ ^2fjviu-\-2b'wu-h^b" uv  =  0.     (1) 
Nous  rappellerons  ici  les  notations  et  les  formules  fort  im- 
portantes écrites  déjà  au  numéro  23  : 

B  =  b'b"  —  ab, 
B'  =  b"b  —  a'b\ 
B"=  bb'  —  a"b\ 

B'B"  —  AB  =  ÔA, 
B"B— A'B'=  b'\, 
BB'  — A"B"r=  b'\. 
A  désigne  le  discriminant  de  la  fonction  f[u,  u,  lo)  ;  on  a 

a      b"     b' 

A==       b"     a'     b 

b'      b     a!' 

et  les  grandes  lettres  A,  A',  A",  B,  B',  B"  représentent  les 
coefficients  des  petites  lettres  correspondantes  dans  le  dévelop- 
pement de  A. 

C'est  ainsi  qu'on  peut  écrire 

\  =  ka  +  B"b"-\-B'b', 
A  =  B"b"  -H  k'a'  +  B6, 
A  =  B'b'  H-  B6  -h  M'a", 
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en  développant  le  déterminant  par  rapport  aux  éléments  des 
lignes  ou  des  colonnes. 

Rappelons  encore  que  Féquation  ponctuelle  de  la  conique 
est 

tf{x,  y,  z)  =  A.r^  -4-  A'>f  H-  \"z^  -h  SBys  +  2B'za?  -+-  '^2B"xy  =r  0, 
et  que  l'on  a 


o{x,y,z)~  — 


a  ô"  b'  X 
b"  a'  b  y 
h'  b  a['  z 
0 


X      y 

Si  A  —  0,  cp(a7,  ?/,  z)  est  le  carré  d'une  fonction  linéaire 
qui,  égalée  à  zéro,  représente  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
dont  réquation  (I)  est  l'équation  tangentielle. 

94.  Nous  avons  déjà  étudié  le  cas  où  a  =  0  (23  et  sui- 
vants) ;  nous  nous  bornerons  maintenant  au  cas  où    a  7^  0. 

Une  première  classification  est  donnée  immédiatement  par 
la  considération  des  points  à  l'infini. 

Nous  avons  vu  (85)  que  l'équation  des  points  à  l'infini  de  la 
conique  représentée  par  l'équation  (1)  est 

A'm2  _  2B"wî;  +  At)2  =  0. 

Le  discriminant  du  premier  membre  est  |AA'  — B"^  ou 
a'\. 

Si  a"\  >  0,  les  points  à  l'infini  sont  imaginaires  ;  la 
conique  est  du  genre  ellipse. 

Si  a'^  <  0,  les  points  à  l'infini  sont  réels  et  distincts  ;  la 
conique  est  du  genre  hyperbole. 

Enfin,  si  a"A  =  0,  c'est-à-dire  si  a"  =  0  (puisque nous 
supposons  A  7^  0),  les  points  à  l'infini  sont  confondus  ;  la 
conique  est  du  genre  parabole. 

Dans  ce  dernier  cas,  d'ailleurs,  l'équation  (i)  est  satisfaite 
par  les  coordonnées  de  la  droite  de  l'infini  w  =  0,  v  =0  ; 
on  en  conclut  que  la  courbe  est  tangente  à  cette  droite. 


95.  Pour  établir  d'une  façon  plus  approfondie  la  nature  de 
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la  conique  dans  chacun  des  trois  cas  cités  plus  haut,  nous 
décomposerons  le  premier  membre  de  l'équation  en  carrés,  et 
nous  changerons  les  axes  de  coordonnées  en  nous  servant  des 
formules  de  transformation  (6)  établies  au  numéro  34, 

96.  Premier  cas.     a"  7=  0. 

La  conique  est  du  genre  ellipse  ou  hyperbole. 

On  peut  écrire 

\                                   (b'u-hbvY 
fiu,  V,  îv)  =—{a"iv-\-b'u-\-bvf—^- -^  -^^au^-^a'v^^2b"  uv 

ou 

a"f{u,  V,  w)  -  {a"w  -h  b'u  4-  bvf  -h  A'u^  +  \v'—2h"uv. 

1°  Supposons  que  Tun  des  coefficients  A  ou  A'  soit  différent 
de  zéro,  par  exemple     A'  ^f:  0. 

On  pourra  écrire 

1  B"^ 

a"f{u,  V,  w)  =  [a"w-\-b'u-\-bvY-h  -j  {A.'u—h"vy -y  v'-i-Av' 

A  A 

OU 

f[u,  V,  w)  =  -^J A'{a''iv -^b'u-{-  bvf  ^{A'u  —B''vf  -h  a''^v^'\. 

CL    A.  J 

Faisons  maintenant  la  transformation  de  coordonnées  indi- 
quée par  les  formules  suivantes  : 

A'u  —  B"v 


v/A'^-hli"^  — t2A'J3"  cos  e 
v'  =  V, 

,     b'      b 

w     =  -r.   U -^  —■,  V -\-  W. 

a  a 


(i; 


Cela  revient  à  prendre  pour  nouvelle  origine  0'  le  point  qui  a 

pour  coordonnées  —rr  et  -77  ,   pour  direction  de  Taxe  des  x' 

a  a" 

une  parallèle  à  la  droite  qui  joint  l'origine  0  au  point  de  coor- 


(1)  Nous  plaçons  au  dénominateur  de  l'expression    de  u'  la   quantité 
\/k"'  -+-  h"^  —  2A'B"  cos  6^      afin   que    le    point  qui   a    pour    coordonnées 

et      ,  soit  k  Tunité  de  dis- 


y/A'^  -+-  H"'  —  2A'B"  cos  8  y/A'^*  -f-  H'  —  2A'B"  cos  0 

tance  de  l'origine,  conformément  aux  formules  (6)  du  numéro  34 
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données    .  et 


y/A'2  H_  B"^  —  ^A'B"  ces  6         v/A'2-+-B"^  — 2iVB"  ces  8 
Taxe  des  ?/'  restant  parallèle  à  Oy. 
L'équation  de  la  courbe  devient  alors 

(A'2  H-  B"2  —  2A'B"  cos  0)w'2  +  a'\v'^  -h  A'a"^?^/^  r=  0. 

On  reconnaît  là  Téquation  tangentielle  d'une  conique  don^ 
Téquation  ponctuelle  est  (40) 


B"^  —  2A'B"  cos  0      a"A      A'a"^ 


Si  «"a  >  0,  la  conique  est  du  genre  ellipse.  Cette  ellipse 
est  réelle  si    A'  <  0,     imaginaire  dans  le  cas  contraire. 

Remarquons  que  dans  ce  cas  A  et  A'  sont  de  même  signe 
et  qu'on  peut  s'adresser  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  quantités 
pour  distinguer  la  réalité  de  la  courbe. . 

Si     a''^  <C  0,     la  courbe  est  une  hyperbole. 

Il  estutile  d'observer  que,  cette  courbe  étant  rapportée  à  son 

centre,   les  coordonnées  de  ce   centre  sont  par  rapport  aux 

b'  b 

premiers  axes      -^     et     -^  . 

2o  Supposons  maintenant  A  =  A'  =  0;  B"  doit  être  dif- 
férent de  zéro  puisque 

AA'  —  B"^  =  a"\  -t  0. 

Nous  pouvons  écrire 

B"  B" 

a"f{u,  V,  ic)  =  [a!'w-\-b'a-^bvf—-—[u^vY^—(u  —  v)K 

Faisons  alors  la  transformation  de  coordonnées 

u-\-v 


v^2  +  2  cos  6 

U  —  X) 

v/î2  —  2  cos  0 


,        b'  h 

a  a" 

l'équation  devient 

a"hv" -'B"{i  H-  cos  0)w'2  +  B"(i  —  cos  6)u'2  =  0, 
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et  réqualion  ponctuelle  de  cette  courbe  est 

^" y"  -1  ^Q 

B"(l  +  cos  ô)      B"(l  —  cos  0)      a"2 

Elle  représente  visiblement  une  hyperbole  rapportée  à  deux 
diamètres  conjugués. 

Remarquons  que  dans  ce  cas  a!\  est  négatif,  puisque  cette 
quantité  se  réduit  à    — B"2. 

Il  en  résulte  que  les  conclusions  de  la  première  partie  du 
premier  cas  sont  générales  pour  ce  cas,  c'est-à-dire  : 

a"A  >  0,  ellipse  réelle  ou  imaginaire,  selon  que  les  deux 
quantités  de  même  signe  A  ou  A'  sont  négatives  ou  positives  ; 

a"^  <  0,     hyperbole. 

97.  Deuxième  cas.      a"  =0. 

Nous  diviserons  encore  ce  cas  en  deux  parties. 

1°  Les  deux  coefficients  a  et  a'  ne  sont  pas  nuis  en  même  temps, 
par  exemple     a  ^  0. 

Commençons  la  décomposition  en  carrés  en  ordonnant  le 
premier  membre  par  rapport  aux  puissances  de  u  ;  on  aura 

f[u,  V,  tc)  =  -(au-h  0  V  +  b'io)^  —  ^ h  a'u2  -+-  "Ibvw  , 

af{u,  t\  'ic:  =  (au^b"v-^b'ivY-h[aa'—b"-^)v-^—%b'b"—ab)viv—b'Hv^, 
et  en  supposant    b'  z^  0, 

/•/             \       ,           un         1,    ^.      f i,         b'b"  —  ab    y 
a/{u,  V,  w)  =  {au  -h  b  v  -+-  b'wf  —  I  b'iv  h w  ) 

r     ,       ,          ib'b"--aby-\ 
-|_  î;2  ^aa'  —  b"^  +  ^ — — ^J  . 

Remplaçons  les  deux  premiers  termes  par  un  produit  de 
deux  facteurs,  et  remarquons  que  le  coefficient  de  v^  peut 
s'écrire 

a(ab^-^a'b"^  —  'ibb'b") 
¥^  ' 

cest-a-dire    —tt^',     il  vient  alors 

COORDONNÉES.  —   H  7 
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Faisons  la  transformation  de  coordonnées  : 

b'u  +  bv 


sib'-'  -f-  b^  -+-  266'  cos  6 

""'"^é  H"^  (^^b"-^y-}-2b'iv]  ; 
l'équation  prend  la  forme 

u'2  -f-  2aw'2^'  =  0, 

qui  représente  une  parabole  dont  l'équation  ponctuelle  est  (40) 

a?y'^ -t- 2ar' =  0  ; 
on  voit  ainsi  que  la  direction  asymptotique  qui  est  O'x'  a  pour 
paramètres  directeurs  b'  et  b. 

Si    b'  =  0,     on  a 

A  =  —  a62, 

de  sorte  que  ni  a  ni  b  ne  peuvent  être  nuls. 
On  écrira  alors 

/•(m,  î;,  w)  =  nu^  -4-  v{^b"u-i-a'v  -h^bîv). 

Nous  ferons  la  transformation  de  coordonnées  : 

u'  =  u, 

v'  =  î;, 

26"w  -h  a'u  -h  26î(; 

■    '"= û ' 

l'équation  devient 

au'2  4-  'ibw'v'  =  0  ; 

elle  représente  une  parabole  dont  l'équation  ponctuelle  est  (40) 

x'^      2v' 
a         b 

la  direction  asymptotique  est   O'y',  c'est-à-dire  Ojy,  puisque 
les  nouveaux  axes  sont  parallèles  aux  premiers. 
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On  peut  donc  dire  que  cette  direction  a  pour  paramètres 
directeurs  b'  et  b. 

2°  Supposons  maintenant    a  =  a'  =  0. 

On  a 

^  =  Ub'b"\ 

aucun  des  trois  nombres  b,  b'  ou  b"  ne  peut  être  nul.  i 
On  aura 

/■(u,  î;,  ic)  =  'ibviv  -\-  ^b'icu  H-  ^b"uv. 

On  peut  écrire 

2                                           26Ô" 
f[u,  V,  iv)  =  -y  (^'"  H-  bv){b'w  -H  b"v) —  u2  =  0. 

Faisons  la  transformation  : 

b'u  -h  /yu 


sjb'^+b^^'lbb'  cosO 
b"v  +  6'?^ 


î^   = 


L'équation  prend  la  forme 

v'^  -{-  2au'/(;'  =  0  ; 
elle  représente  une  parabole  qui  a  pour  équation  ponctuelle 

la  direction   asymptotique  a  encore  pour  paramètres  direc- 
teurs //  et  b. 
En  définitive,  on  voit  que  si 

a"  =  0,  A  :7f:  0, 

Téquation  (i)  représente    une    parabole    dont    la    direction 
asymptotique  a  pour  paramètres  directeurs  b'  et  b. 

98.  On  peut  résumer  la  discussion  dans  le  tableau  suivant, 
les  résultats  relatifs  au  cas  où  A  est  nul  se  déduisant  des  con- 
sidérations présentées  au  numéro  25. 
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A   OU   A'  <  0 


^:^0 


a\  >  0 

a"A  <  0 
a!'  =  0 


a"  :^0 


Ellipse  réelle. 

{  A  ou  A'  >  0    Ellipse  imaginaire. 

Hyperbole . 

Parabole. 

A  ou  A'  <<  0    2  points  réels  à  distance  finie. 

i  A  ou  A'  >  0    2  points  imaginaires  à  dis- 
tance finie. 


A'  =  0 


» 


l  b    OM   b'  :^Q 


a"  =  0 


6'=:0 


^  points  confondus  à  distance 
finie. 

2  points  réels  dont  Tun  à  Tin- 
fini. 

/  A"  <  0    2  points  réels  à  Tin- 
lini. 

]  A"  >  0    2  points  imaginaires 
i  à  l'infini. 

2  points  confondus  à 
Tinfini. 


A"  =  0 


99.  Exemples  numériques. 

1°  Considérons  l'équation  ^ 

u^  -\-  w^-\-  2vw  —  2uv  r=  0. 

Comme  le  coefficient  de  w^  n'est  pas  nul,  on  voit  tout  de  suite 
que  la  conique  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  ou  se  réduit  à 
deux  points  à  distance  finie.  On  pourrait,  pour  distinguer  ces  difl'é- 
rents  cas,  former  l'expression  de  A  ;  mais  il  sera  préférable  d'opérer 
directement,  car  de  la  discussion  résultera  sans  peine  la  position  de 
la  courbe  dans  le  plan. 

L'équation  peut  s'écrire,  en  décomposant  en  carrés, 
[w  -h  vf  -hu-  —  2uv  —  «2  —  0 
ou  {w-i-vY+{ic  —  v)^  —  2v^z=zO. 

Supposons  les  axes  de -coordonnées  rectangulaires,  et  faisons  la 
transformation  : 

U V 

u'  z=z  — — -  » 
v/2 

v'  zn  V, 

w'  =.  w  -{-  V  ; 
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l'équation  devient 

et  l'équation  ponctuelle  correspondante  est 
x'^  —  2/'-  +  2  =  0. 
On  reconnaît  l'équation  d'une  hyperbole  équilatère  rapportée  à 
deux  diamètres  conjugués. 
Pour  la  construire,  remarquons  que  le  centre  a  pour  équation 
ic  -\-v  =  0  ; 

ses  coordonnées  sont  donc  0  et  1,  c'est  le  point  0'.  La  direction  O'x 

1 


a  pour  point  directeur  le  point 

r 


tion 


fr  = 


1    \ 

—  —  I     et  l'axe  des  y'  est 

parallèle  à  Oy.  11  est 
alors  aisé  de  construire  la 
'  courbe.  Les  asymptotes 
sont  les  bissectrices  de  O'x' 
et  oy  ;  la  courbe  rencontre 
O'y'  aux  points  dont  les 
ordonnées  par  rapport  aux 
nouveaux  axes  sont  ±:/2, 
les  tangentes  en  ces  points 
étant  parallèles  à  OV. 
On  peut  remarquer  que 
l'équation  étant  satisfaite 
pour  wrrO,  1^  =  0,  la 
courbe  est  tangente  à  Ox 
au  point  qui  a  pour  équa- 

0, 


c'est-à-dire  pour  coordonnées    —  1     et  0. 
2®  Construire  la  courbe  qui  a  pour  équation 

u^  —  ittv  -h  4^2  —  2uio  H-  viv  =z  0. 

Comme  le  coefficient  de  w^   est  nul,  l'équation  représente  une 
parabole  ou  un  système  de  deux  points  dont  l'un  est  à  l'infini. 
Décomposons  en  carrés;  l'équation  s'écrit 

[u  —  2v  —  io)2  —  (2y  -i-  io)2  4-  4^2  +  mo  =  0 
{u  —  2v  —  w)'^  —  10- —  dvio  =  0 

{u  ~2v  -w)^  -  (^lo-^^y-^^  =  0. 
Les  deux  premiers  carrés  peuvent  se  remplacer  par  un  produit  et 


ou 

ou  encore 
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l'équation  devient 

{2u  —  v]{2u  —  '1v  —  ^ic)-\-9v^  =  0. 
Faisons  la  transformation  de  coordonnées  : 

2u  —  V 


2u  —  71?  —  4io 


Nous  supposons  les  axes  primitifs  de  coordonnées  rectangulaires. 

1         7 
Le  point   0'   a  pour  coordonnées    — -  et  -»    l'axe  O'x'   a  pour 

paramètres  directeurs    2    et   — I,     O'y'  est  parallèle  à  Oy. 
L'équation  transformée  delà  courbe  s'écrit 

9ij'2  —  Ww'^=z  0. 
L'équation  ponctuelle  est 

î/' V^—  0^'  =  0-; 
elle  représente  une  parabole  aisée  à  construire. 
On  peut   remarquer  en  outre  que   l'origine  0  est  située  sur  la 

courbe,  attendu  que  les 
tangentes  issues  de  ce 
point  à  la  courbe,  ayant 
leurs  directions  détermi- 
nées par 

=  [u  —  2i?)2  =  0, 
sont  confondues.  La  tan- 
gente à  l'origine  a  pour 
paramètres  directeurs  i 
et    —2. 

En   écrivant  l'équation 
de  la  courbe  sous  la  forme 

{u  —  2vf  —  io{2u—v)  =  0, 

on  reconnaissait  immé- 
diatement que  l'équation 
représentait  une  parabole,  puisque  2h—  v  ne  divise  pas  l'ensem- 
ble des  termes  du  second  degré  en  it  et  v. 

S*»  Reconnaître  la  nature  de  la  conique  dont  l'équation  tangentielle 

est 

m2  -f-  Xv2  _f-  (X2  _  4)i^2  _  2Xmo  -h  4wio  —  3mv  =  0, 

suivant  les  différentes  valeurs  du  paramètre  ^. 

Il  sera  plus  commode  dans  les  questions  de  ce  genre  de  se  repor- 
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ter  au  tableau  du  n°  98  qui  résume  la  discussion;  nous  allons  cal- 
culer A  et  A  ou  A'. 


On  a  d'abord 


A  iz:i(4X3  — 13X2-8X  +  36); 
4 


le  second  membre  s'annule  pour    X  :=  2  ;     on  peut  écrire 
1 


A  =r  -(À  —  2)(4X2  _  5a  —  18) , 

4 


et  comme 
on  a 


a 'A  =  T  A 


a"  =  X2  -  4  , 

2)2(X+2)(4X2-SX  — 18). 

Le  trinôme  4X2  _  5X  _  i8  a  ses  racines  réelles  et  de  signes  con- 
traires ;  nous  les  désignerons  par  X'  et  X".  Enfin  il  faut  aussi  con- 
naître le  signe  de  A  ou  de  A'  ;  nous  considérerons  ici  A'  qui  est  plus 

simple  que  A, 

A'  =  X2-8. 
Les  valeurs  remarquables  de  X,    rangées  par  ordre  de  grandeur, 
sont 

—  2/2,  —2,  X',  2,  2y^2,  X". 

On  en  déduit  immédiatement  le  tableau  qui  suit 


X 

a"^ 

—  00 

-2v/2 
—  2 

— 

-+- 

X' 
2 

— 

2^/2 

X" 

■^- 

4-00 

A' 


Nature  de  la  conique 


Hyperbole. 


>  Parabole. 

—  V    Ellipse  réelle. 

^  2  points  réels  à  distance  finie. 

—  [    Hyperbole. 
2  points  réels  dont  l'un  est  à  l'infini. 

Hyperbole. 


>  2  points  imaginaires  à  distance  finie. 
Ellipse  imaginaire. 
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100.  Les  tangentes  menées  à  la  conique  par  Forigine  sont 
déterminées  par  les  équations 

au^  -\-  «V  -h  ^b"uv  =  0, 
10  =  0. 
Si    aa'  —  b"^  >  0,     ces    tangentes    sont    imaginaires  ;    si 
aa'  — h'"^  <C  0,    ces  tangentes  sont  réelles  et  leurs  coefficients 
angulaires  sont  racines  de  l'équation 

am^  —  Wm  -+-  a'  =  0. 

Enfin,  si  aa'  —  b"^  =  0,  au^  -+-  a'v^  4-  '2b"uv  est  carré  par- 
fait, les  deux  tangentes  sont  confondues,  la  courbe  passe  par 
Torigine. 

Ainsi  l'équation  tangentielle  générale  des  coniques  passant 
par  l'origine  et  admettant  en  ce  point  une  tangente  de  coeffi- 
cient angulaire  m  est 

{u  -\-  vmf  -h  a"iv^  4-  ^bvw  +  ^b'ivu  =  0. 

Ce  résultat  peut  s'obtenir  immédiatement  en  observant  que 
d'après  le  principe  de  dualité  (oO  et  suivants),  à  une  parabole 
correspond  une  conique  passant  par  l'origine. 

101.  Conditions  pour  que  l'équation  générale  du  second 
degré  en  m,  v^  iv  représente  un  cercle. 

Pour  avoir  l'équation  tangentielle  d'un  cercle,  nous  écrirons 
qu'une  droite,  ux-i-  vy-{-w  =  0,  est  à  une  distance  cons- 
tante d'un  point  donné. 

On  a  ainsi 

{uQt-hv^-\-  wY  sin^  6  2 

1/2  _j_  ^2  —  2mu  cos  0  ' 

a  et  p  désignant  les  coordonnées  du  centre,  R  le  rayon  et  0 
l'angle  des  axes. 

Cette  équation  peut  aussi  s'écrire 

^ !— — [u^  4-  «"  --  2uv  cos  6)  =  0. 

Pour  que  l'équation 
f{u,  V,  w)  =  au^  -h  a'v^  -h  a"w'^  -h  "Ibvio  4-  Vj'wu  4-  'ib"uv  =  0    (1) 
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représente  un  cercle,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  déterminer 
les  nombres  a,  [3,  R  et  >^,  en  sorte  qu'on  ait  Tidentité 

^  [-(wa  +  vî3-i-z(;)2  sin^  6  1 

/  [II,  V,  tv)  =  X    ^ (w-  -I-  î;^  —  2wy  cos  ô) J 

ou 

.,  .                              V       .     (ifa4- ^(3+ ?(;)^sin- 0 
f{u,v,  w)-\-l{u^-i-v-  —  2yv  cos  0)  =  X  •  ^ 

On  déduit  de  là  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  l'équation  (1)  représente  un  cercle  est  qu'il  existe 
un  nombre  X  en  sorte  que  f{u,  v,  w)  -h  \u^  -\-v^  —  ^uv  cos  6) 
soit  le  carré  d'une  fonction  linéaire. 

Remarquons  d'abord  que  a"  doit  être  différent  de  zéro,  sans 
quoi  l'expression  qui  précède,  devant  être  carré  parfait,  ne 
pourrait  renfermer  la  variable  lo  ;  on  devrait  avoir  b  —b'=0\ 
f[u^  V,  tv)  se  réduirait  à  une  fonction  homogène  de  w  et  de  u 
et  l'équation  représenterait  deux  points  à  l'infini. 

Le  coefficient  de  w^  n'étant  pas  nul,  pour  que  l'expression 
/■(w,  V,  iv)  -h  X  (u^  -f-  ?;2  _  9,uv  cos  0)  soit  carré  parfait,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  mineurs  de  son  discriminant  qui  contien- 
nent a!'  soient  nuls. 

On  aura 

a"(a  -f-  X)  —  b'^  =  0, 

a"(a'-h'>^)-b^  ^  0, 

a"[b"  ~  X  cos  6)  —  bb'  =  0. 

Ces  trois  équations  doivent  donner  pour  X  la  môme  valeur  : 

on  aura  donc 

/  //       ,0  „         ,n        bb'-a"b" 

a' a"  —  b^  =  a"  a  —  b'^  =  

cos  0 

ou 

B" 
A  =  A'  =  — -. 

cos  Q 

Dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires,  ces  conditions 
s'écrivent 

A  =r  A',  b"  =  0. 

Ces  résultats  pouvaient  s'obtenir  immédiatement  en  parlant 
de  l'équation  ponctuelle. 
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Supposons  ces  conditions  remplies,  et  proposons-nous  de 
déterminer  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  du  cercle  re- 
présenté par  l'équation  (1). 

On  a  l'identité 

4 

/'(w,  V,  w)  -h  X  (m^  +  v'^  —  2uv  cos  0)  =  —  {a"w-i-ô'u  h-  bv)^, 

A                   A' 
X  étant  ésral  à  l'un  des  nombres ou rr 

a  a" 

On  aura  donc 
/(m,  V,  îv)  ^  a"  l  —  u  -i-  —  V  -\-  w  \  4-  ^  {u^-{-v-  —  Si/f  cos  6), 


de  telle  sorte  que  l'équation  du  cercle  s'écrit 

/  b'  h 

1)  -4-  w  1   fiin^  6    - 

A  sin'2  e 


—  w  +  — ,  î;  H-  w;     sm^  6 
\a"  a"  ! 


u^-^v^ — 2wî;  cos  0  d''^ 

Il  en  résulte  que  les  coordonnées  du  centre  sont  —    et  -„, 

a         a 

et  que  le  rayon  R  est  donné  par 

A  sin^  6 

On  voit  ainsi  que  le  cercle  n'est  réel  que  si  A  est  négatif. 

102.  Pour  que  l'équation  (1)  représente  une  hyperbole  équi- 
latère,  il  faut  que  les  directions  asymptotiques  soient  rectan- 
gulaires. 

Or  nous  avons  vu  (85)  que  l'équation  aux  coefficients  angu- 
laires des  asymptotes  était 

AV  +  2B"mH- A  =  0. 

Pour  que  ces  directions   soient  perpendiculaires,  il  faut 

qu'on  ait 

A  4-  A'  —  2B"  cos  0=0, 

0  désignant  l'angle  des  axes. 
Si  les  axes  sont  rectangulaires,  la  condition  devient 

A4-A'=:0. 
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EXERCICES     ET     NOTES 


1.  Déterminer  la  nature  des  coniques  représentées  par  les  équa- 
tions 

u^  _  ^2  _|_  3^c2  _  2uw  =:  0, 

u^  H-  w^  —  uv  =  0, 
vie  -\-  tcu  +  2uv  =  0, 

[u  -   vY   —  2V10  =:  0, 

«2  _|-  xo2  —  ,y^ç,  —  2icu  +  uv  =r  0. 

2.  Discuter  la  nature  des  coniques  représentées  par  l'équation 

«2  4-  2^2+  (X2  —  i)id^  —  2Xvic  4-  2uio  —  Zluv  =  0, 
quand  le  paramètre  \  varie. 

3.  Discuter  la  nature  des  coniques  représentées  par  l'équation 

au^  —  1)2  _|_  p^ç2  _  2avw  —  2uv  rr  0, 
lorsque  le  point  {a,  P)  se  déplace  dans  le  plan. 

4.  On  donne  un  cercle,  une  droite  D  et  un  point  A;  par  le  point 
k,  on  mène  une  droite  quelconque  qui  rencontre  la  droite  D  au 
point  B.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  le  point  B  au 
pôle  de  la  droite  AB  par  rapport  au  cercle. 

Cette  enveloppe  est  une  conique  ;  discuter  la  nature  de  cette  coni- 
que en  supposant  que  le  point  A  se  déplace  dans  le  plan,  le  cercle  et 
la  droite  D  restant  fixes. 

Soient  a;^  +  î/2  _  p^a  _  q,  i/  —  m  =  0 

les  équations  du  cercle  et  de  la  droite,  et  a,  p  les  coordonnées  du 
point  A. 

Soit  ux -\- vy -{- 10  =z  0  l'équation  d'une  des  droites  dont  on 
cherche    l'enveloppe  ;     elle    rencontre    la    droite     D    au    point 

B  (  y  =  m,    a?  = j  ;    je  forme  l'équation  de  la  droite  AB, 

et  j'écris  que  son  pôle  est  sur  la  droite    ux-^vy  -\-w  =z  0. 
On  trouve  ainsi  pour  équation  tangentielle  de  l'enveloppe, 

R2(m  —  ^)w2  _j_  R2^^2  _f_  ^y^2  4_  (f(2  _j_  ni^)vw  H-  my.iou  -\-  R2awv  =  0. 
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Pour  discuter  cette  conique,  je  forme 

A  =  —  (m  ~  iâ)[a2(R2  —  m2)  —  (R2  _  mp)2], 


a"^  =  î^  p(m  — p)[a2(R2 


(R2  —  m'^f 


Remarquons  que   si  on    considère   a  et  P   comme  coordonnées 

courantes,  l'équation 

a2(R2  _  m^)  —  (R2  —  m'^f  —  0 
représente  l'ensemble  des  tangentes 
menées   au   cercle   aux   points    de 
rencontre  avec  la  droite  D. 

En  supposant  que  cette  droite 
rencontre  le  cercle  en  des  points 
réels,  on  voit  aisément  que  si  le 
point  A  est  dans  les  régions  du 
plan  couvertes  de  hachures,  l'enve- 
loppe est  une  ellipse,  car  a"A  est 
positif;  au  contraire  si  le  point  A 
est  dans  les  autres  régions,  l'enveloppe  est  une  hyperbole. 

On  peut  remarquer  que  les  ellipses  sont  toujours  réelles,  puisque 

le  mineur   A   par  exemple  est  égal  à     R'^mp ou  à 

—  ^ ; -,   quantité  négative. 

4 

L'enveloppe  est  une  parabole  si  ?  =  0,  c'est-à-dire  si  le  point  A 
est  sur  le  diamètre  du  cercle  parallèle  à  la  droite  D. 

Enfin  si  le  point  A  est  sur  les  autres  droites  de  la  figure,  l'équation 
représente  deux  points. 

On  examinera  d'une  manière  semblable  le  cas  où  la  droite  D  ne 
rencontre  pas  le  cercle. 

Tous  ces  résultats  peuvent  d'ailleurs  s'obtenir  aisément  par  de 
simples  considérations  géométriques. 

5.  Trouver  l'enveloppe  d'une  droite  s' appuyant  sur  deux  droites 
données  et  ayant  son  milieu  sur  une  autre  droite  donnée. 


-  6.  On  donne  une  ellipse  et  un  point  A  ;  par  ce  point  on  mène  une 
droite  quelconque,  du  pôle  B  de  cette  droite  par  rapport  à  l'ellipse  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  cette  même  droite  ;  trouver  l'enve- 
loppe de  cette  perpendiculaire. 

Soit     ux  +  vy -\- w  z:^  0    l'équation  d'une  des  droites   A    dont  on 
cherche  l'enveloppe;  du  point  A  (a,  p)  j'abaisse  une  perpendiculaire 
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sur  cette  droite  et  j'écris  que  le  pôle  de  la  perpendiculaire  est  sur 
la  droite  A.   On  obtient  ainsi  l'équation  tangenlielle  de  l'enveloppe, 

c^uv  +  avio  —  '^uw  r=  0, 

qui  représente  une  parabole  tangente  aux  axes  de   l'ellipse,  et  qui 
reste  la  môme  pour  toutes  les  coniques  homofocales. 

7.  Enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  projections  d'un  point  quel- 
conque d'une  loarahole  sur  l'axe  et  la  tangente  au  sommet. 

8.  Enveloppe  d^une  droite  qui  joint  les  points  homologues  de  deux 
divisions  homographiques.  Discuter  la  nature  de  la  conique  obtenue. 

9.  Enveloppe  d^une  corde  d'une  conique  vue  d'un  point  fixe  sowî 
un  angle  droit.  Cas  où  le  'point  est  sur  la  conique. 

10.  L'une  des  asymptotes  d'une  conique  circonscrite  à  un  triangle 
passe  par  un  point  fixe  ;  trouver    l'enveloppe  de  l'autre  asymptote. 

Soit  OAB  le  triangle;  prenons  OA  et  OB  pour  axes  et  soient  x^^y^ 
les  coordonnées  du  point  fixe. 

L'une  des  asymptotes  aura  pour  équation  y  —  Va  —  m(a;  — a:o)r=0; 
soit  ux  -\-vy  -\-  w  =  0  l'équation  de  l'autre  asymptote  ;  l'équation 
de  la  conique  s'écrit 

[y  —  î/o  —  m  [x  —  Xq)]{ux  -\- vy  -\- ic) -i~  k  =:  0. 

Écrivons  que  cette  conique  passe  par  les  sommets  du  triangle 
donné  ;  on  a  trois  équations  entre  lesquelles  on  éliminera  aisé- 
ment m  et  k.  On  trouve  pour  équation  tangentielle  de  l'enveloppe 

[u {a  —  X(^)  +  io][v  (&  —  î/o)  H-  ic]  —  oo^^y^uv  =  0. 
Discuter  la  nature  de  cette  conique  et  la  construire. 

11.  Trouver  l'enveloppe  d'une  droite  telle  que  le  produit  de  ses 
distances  à  deux  points  fixes  soit  constant. 

12.  Trouver  l'enveloppe  d'une  droite  telle  que  la  somme  des  carrés 
de  ses  distances  à  deux  points  fixes  soit  constante. 

13.  On  donne  deux  droites  Ox,  Oy  et  un  point  A.  Un  cercle 
quelconque  ^mssant  par  0  et  A  coupe  les  droites  en  B  et  G.  Enve- 
loppe de  la  droite  BC. 

Soit    wic -h  ut/ H- 10  =  0    l'équation    de    la  droite  BC.    Le    cercle 
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passant  par  les  points  0,  B,  G  a  pour  équation 

a?^  -f  y^  +  2xy  cos  Oh x-{-—  y  =z  0; 

H  V 

j'écris  que  ce  cercle  passe  par  le  point  A  {xq,  î/q)  I  on  a  l'équation 
tangentielle  de  l'enveloppe, 

«^o  +  2a7oî/o  cos  '^  +  2/0+^^0  +  ^2/0  =  0, 

qui  représente  une  parabole  tangente  aux  deux  droites. 

14.  De  chaque  point  d'une  droite  on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  deux  autres  droites  ;  enveloppe  de  la  droite  qui  joint  leurs  deux 
pieds. 

15.  On  donne  une  conique  tangente  à  deux  droites  Ox  et  Oy.  Une 
tangente  quelconque  à  cette  conique  rencontre  ces  droites  en  A  et  B. 
■Lieu  du  quatrième  sommet  du  parallélogramme  construit  sur  OA 
et  OB. 

16.  On  donne  un  cercle  et  un  point  A.  Par  ce  point  on  mène  une 
sécante  ABC;  on  joint  le  point  B  au  point  C  diamétralement  opposé 
à  G.  Enveloppe  de  la  droite  BG'. 

17.  Étant  données  deux  tangentes  à  une  conique,  on  leur  mène 
des  parallèles  par  les  différents  points  de  la  corde  de  contact;  trou- 
ver V enveloppe  de  la  diagonale  du  parallélogramme  ainsi  formé, 
qui  est  opposée  au  point  de  concours  des  tangentes.  Cas  où  la  conique 
est  une  parabole. 


CHAPITRE  YI 
POLES  ET  POLAIRES 


103.  Droites  conjuguées.  —  On  dit  que  deux  droites  sont 
conjuguées  par  rapport  à  une  conique  lorsqu'elles  divisent 
harmoniquement  les  tangentes  menées  à  la  conique  par  leur 
point  de  rencontre. 

Soit  la  conique  représentée  par  l'équation 

f[u,  V,  w)  =  au^-\-a'v^-ha"iV^-^2hviv-h^2b'îcu-{-'^b"uv  =  0.       (1) 

Considérons  deux  droites  ayant  pour  coordonnées  Wo,  ^^o^  ^^'o 
et  Ml,  Ui,  Wi,  et  proposons-nous  de  trouver  la  condition  pour 
que  ces  deux  droites  soient  conjuguées  par  rapport  à  la  co- 
nique. 

Une  droite  quelconque  passant  par  l'intersection  de  ces  deux 
droites  a  pour  coordonnées  XMyH-fJtWi,  Xv„ -h  [jlUi  et 
Iwq  -h  ixiVi  ;  les  valeurs  de  1  et  de  [jl  correspondant  aux 
tangentes  issues  de  ce  point  à  la  conique  seront  déterminées 
par  l'équation 

/"(Awo  H-  [lUi ,     Ivq  -h  [iVi ,     IiVq  -+-  ixivi)  =  0, 
ou,  en  développant, 

Pour  que  ces  deux  tangentes  soient  conjuguées  harmoni- 
ques par  rapport  aux  deux  droites  données,  il   faut  que   les 

deux  valeurs  de  —  déterminées  par  l'équation  qui   précède 
1^ 
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soient  égales  et  de  signe  contraire  (14)  ;  on  doit  donc  avoir 

OU 

Cette  relation  développée  s'écrit 

+  b"{v,v,  +  v.u,)  =  0. 

104.  Pôle  d'une  droite.  —  Théorème,  —  Les  droites  conju- 
guées d'une  même  droite  A  passent  par  un  point  fixe  quon 
appelle  le  pôle  de  la  droite  . 

Soient  Wq,  v^,  îVq  les  coordonnées  de  la  droite  a,  et  w,  v,  ic 
celles  d'une  droite  conjuguée.  On  a  la  condition 

<„  + "A- +«'/;■=  0,  (2) 

ce  qui  montre  que  la  droite  (m,  v,  iv)  passe  par  un  point  fixe 
qui  a  pour  coordonnées  f^  ,  f'.  ,  fl- .  Ce  point  est  le  pôle  de 
la  droite   a   et  l'équation  (2)  est  l'équation  de  ce  pôle. 

D'après  ce  qu'on  a  montré  plus  haut  (88),  ce  point  est  l'in- 
tersection des  tangentes  menées  à  la  conique  aux  points  où  la 
droite  a  coupe  cette  conique. 

105.  Pour  que  ce  point  existe,  il  faut  que  les  trois  dérivées 

ne  soient  pas  nulles  en  même  temps. 

Si  l'on  a 

i 

1 

1 

-f,[,^  =  h'u^  4-  bv^  4-  a"w^  =  0, 

le  déterminant  du  système  de  ces  trois  équations  est  nul  et 
l'équation  (1)  représente  alors  un  système  de  deux  points;  les 
valeurs  de  Wo,  Vo->  ^^'o  ^^i  annulent  les  trois  dérivées  sont  pré- 
cisément les  coordonnées  de  la  droite  qui  joint  ces  deux 
points. 
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On  voit  donc  que  si  l'équation  (1)  représente  une  véritable 
conique,  une  droite  quelconque  du  plan  admet  un  pôle  bien 
déterminé. 

11  en  est  de  même  dans  le  cas  où  Téquation  représente  un 
système  de  deux  points,  sauf  le  cas  où  la  droite  se  confond 
avec  la  droite  joignant  les  deux  points. 

Ce  résultat  est  d'ailleurs  conforme  à  la  définition  du  pôle 
d'une  droite  par  rapport  à  un  système  de  deux  points  (28). 

106.  Proposons-nous  maintenant  de  chercher  si  deux  droites 
distinctes  peuvent  avoir  le  même  pôle  par  rapport  à  une 
même  conique. 

^0»  ^0»  ^0  6t  Wi,  Wi,  Wi  désignant  les  coordonnées  de  ces 
droites,  on  doit  avoir,  pour  qu'elles  aient  le  même  pôle, 

/«o  _  A,  _  /%  _  _  ^ 

ar  nr  fk^ 

ou 

/■;.+)/„',  =  0, 
/;„H-x/;,  =  0, 

/■«.+¥.;,  =  0- 

Or  les  premiers  membres  de  ces  équations  peuvent  s'obte- 
nir en  remplaçant  dans  les  fonctions  fû,  /,',  f[^  les  va- 
riables    Uy  v^  IV   respectivement    par      iiq-{-Iui,      Vç^-i-'kVi, 

W(^  -f-  llVi . 

On  doit  donc  avoir  pour  une  valeur  déterminée  de  ^, 

cela  nous  montre  que  l'équation  doit  représenter  un  système 
de  deux  points  et  que  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  a 
pour  coordonnées  Uq-^Iuu  VQ-i-lVi,  iVq~\-awi]  cette 
droite  doit  donc  passer  par  le  point  de  rencontre  des  deux 
droites  données. 

Donc  pour  que  deux  droites  aient  le  même  pôle  par  rapport 

COORDONNÉES.   —    U  8 
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à  une  conique,  il  faut  que  cette  conique  se  réduise  à  deux 
points  et  que  les  deux  droites  se  coupent  sur  la  droite  joignant 
les  deux  points. 

107.  Polaire  d'un  point.  —  On  appelle  polaire  d'un  point 
la  droite  qui  a  ce  point  pour  pôle. 

Soit  le  point  {.z'^,  ?/„,  z^)  ;  si  u^,  d^,  id^  désignent  les  coordon- 
nées de  la  polaire  de  ce  point,  on  aura 

1  / 

-  fl^  =  O'u,  +  bv,  +  a"îv,  =  lz,.       1 

Tout  revient  à  résoudre  ce  système  par  rapport  à  Mq,  i^oi  ^o- 

Premier  cas.  —  Supposons  qu'on  ait 

a     b"     // 

b"    a'     b        Tf:  0, 

b'     b     a" 

c'est-à-dire  queTéquation  (1)  représente  une  véritable  conique. 
On  peut   alors  résoudre  le  système  (3)  d'après  la  règle  de 
Cramer  ;  on  aura 

^v,  =  X(B%4- A'//o^-BZo), 

^w,  =  X  (B'x,  -h  Bt/o  -h  A"Zo), 
qu'on  peut  écrire,  en  désignant  par 
o{x,  y,  z)  =  kx^  -\-  k'y'  -h  A"z2  h-  ^]iyz-+-  ^B'zx-h^W'xy  =  0 
l'équation  ponctuelle  de  la  conique, 

l'équation  de  la  polaire  sera  donc 
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j?oj!  -h  i/o'  -^  zo'.   =  0, 

'     n  ■'    '  "'ri  '     n 
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résultat  qu'on  établit  en  géométrie  analytique. 

Rappelons  que  deux  points  sont  conjugués  quand  la  droite 
qui  les  joint  rencontre  la  conique  en  deux  points  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  ces  deux  points  ;  chacun  d'eux  est 
alors  situé  sur  la  polaire  de  l'autre,  et  la  relation  qui  lie  les 
coordonnées    x^,  y^.  z^    et    x^,  y^  Sj   de  ces  deux  points  est 


OU 

Ax^Xi  4-  A'y^,y^ 


X\z,-^B{y,z, 


V.Vi)-i-B'(v5?i+a;o2i) 


Deuxième  cas.  —  Supposons  A  =:  0,  et  l'un  au  moins  de  ses 
mineurs  différent  de  zéro,  soit  par  exemple  (*) 

A"  =  aa'  —  b"'^:^0. 

L'équation  représente  deux  points  distincts. 

On  peut  alors  résoudre  les  deux  premières  équations  du  sys- 
tème (3)  par  rapport  à  Uq  et  Vq,  et,  en  transportant  ces  valeurs  dans 
la  troisième  équation,  on  obtient 


ou 


a 
b" 
b' 

et  comme    A  =  0, 


Le  coefficient  de  >;  peut  s'écrire 

B'a;oH-Bî/o  +  A% 


a       b 

' 

b'in.  - 

-Ixq 

b"     a'      bwQ  — 

'^yo 

=  0 

b'      b       a' 

IVq- 

-iH 

b"     b' 

a      b 

"     a^o 

a'      b 

'  — 

-X 

b"      r 

^'    yo 

b      a" 

b'      l 

^0 

il  reste 

a 

b" 

x^, 

X 

b" 

a' 

?/() 

-  0. 

b' 

b 

-0 

=  0, 


(4) 


ou 


îgalé  à  zéro,  il  exprime  la  condition  pour  que  le  point  {xq,  ?/„, 


(1)  On  peut  toujours  supposer  que  le  mineur  différent  de  zéro  soit  l'un 
des  mineurs  appelés  principuux,  A,  A'  ou  A",  car  si  ces  trois  mineurs 
étaient  nuls  ainsi  que  a,  les  trois  autres  mineurs  seraient  aussi  nuls  d'après 
les  formules  du  n»  93. 
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soit  sur  la  droite  D  joignant  les  deux  points  représentés  par  l'équa- 
tion (l). 
Nous  aurons  donc  deux  cas  à  distinguer  : 

10  Le  point     (xq^  î/q,  Zq)     7i  est  pas  sur  la  droite    D. 
Le  système  (3)  est  équivalent  au  système 


2/-^->-o  = 

Or 

iA'„->î/o==o, 

a       b"     X, 
h"      a'     I/o 
h'      b      z. 

= 

0. 


Le  coefficient  de  >.  étant  diflférent  de  zéro,  pour  que  la  troisième 
équation  soit  satisfaite,  il  faut  qu'on  ait 

les  deux  premières  équations  se  réduisent  alors  à 

/■".=  o.       /■•'.  =  »; 

elles  déterminent  la  droite  D. 

En  conséquence,  tous  les  points  en  dehors  de  la  droite  D  ont 
pour  polaire  cette  droite. 

2°  Le  point  (rCy,  y^,  z^)  est  stn-  la  droite  D. 

Le  coefficient  de  x  est  nul  et  le  système  (3)  se  réduit  aux  deux 
équations 

les  coordonnées  de  la  polaire  satisfont  à  l'équation 

a^o      ;'/o 

Si  l'on  y  considère  n^,  Vq,  Wq  comme  coordonnées  courantes, 
cette  équation  représente  un  point  situé  sur  la  droite  D,  et  toute 
droite  passant  par  ce  point  est  polaire  du  point  {x^,  ijq,  Zq).  Ce  point 
et  le  point  donné  divisent  harmoniquement  les  deux  points  repré- 
sentés par  l'équation  (1). 

Troisième  cas.  Supposons    A  =  0,     et  tous  ses  mineurs  nuls. 
Dans  ce  cas  f{u,  v,  xo)  est  carré  parfait,   et  l'équation  (Ij  repré- 
sente un  point  double. 
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L'un  des  coefficients  a,  a'  ou  a"  est  différent  de  zéro;  supposons 

On  peut  tirer  Uq  de  la  première  équation  du  système  {3j,  et  en 
remplaçant  dans  les  deux  autres,  observant  que  tous  les  mineurs 
de  A  sont  nuls,  on  obtient  le  système  suivant,  équivalent  au  sys- 
tème (3)  : 

l{b"xQ  —  ay^)  —  0, 


Les  conditions 


peuvent  s'écrire 


\{b'xQ  —  azQ)  =  0 

b"xo  —  ayo  =  0, 
b'ûCo  —  a2o  =  0 


a  ~  h"  ~~  b'  ' 
elles  expriment  que  le  point  donné  coïncide  avec  le  point  dou])le, 
car  /"(m,  V,  w)  étant  carré  parfait,   sa  racine  est  proportionnelle  à 
une  dérivée  partielle,  /"û,  puisque    a^O. 

i°  Supposons  que  Ip-  'point  [ocq,  î/q,  Zq)  ne  coïncide  pan  avec  le  point 
double. 

Pour  que  les  deux  dernières  équations  du  système  (5)  soient  sa- 
tisfaites, il  faut  que  >v  soit  nul. 

La  première  équation  devient  alors 

/■«.=  o; 

elle  exprime  que  la  polaire  passe  par  le  point  double. 

2°  Supposons  que  le  point  (x^,  y^,  Sq)  comcide  avec  le  point  double. 

Les  deux  dernières  équations  du  système  (5)  sont  satisfaites  quel 
que  soit  >^  ;  la  polaire  est  donc  déterminée  par  l'équation 
{ 

et  comme  1  est  arbitraire,  une  droite  quelconque  peut  satisfaire  à 
cette  équation  ;  la  polaire  du  point  double  est  donc  entièrement 
indéterminée. 

108.  Tous  ces  résultats  peuvent  être  résumés  de  la  manière 
suivante  : 

1°  Si  réquation  (1)  représente  une  véritable  conique,  une  droite 
quelconque  a  un  pôle  bien  déterminé  et  un  point  quelconque  a  une 
polaire  également  bien  déterminée. 

2°    Si   l'équation   (1)    représente    deux    points    distincts  A  et  B, 
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toute  droite  autre  que  la  droite  AB  a  un  pôle  situé  sur  la  droite 
AB  ;  le  pôle  de  la  droite  AB  est  un  point  quelconque  du  plan. 
Tout  point  en  dehors  de  la  droite  AB  a  pour  polaire  la  droite  AB, 
et  tout  point  situé  sur  la  droite  AB  a  une  infinité  de  polaires  as- 
sujetties simplement  à  passer  par  le  conjugué  harmonique  du  point 
donné  par  rapport  à  A  et  B. 

3°  Si  l'équation  (I)  représente  un  point  double,  toute  droite  ne 
passant  pas  par  le  point  double  a  pour  pôle  ce  point  double,  et 
toute  droite  passant  par  le  point  double  a  pour  pôle  un  point  quel- 
conque du  plan. 

Tout  point  autre  que  le  point  double  a  pour  polaire  une  droite 
quelconque  passant  par  le  point  double,  et  le  point  double  a  pour 
polaire  une  droite  quelconque  du  plan. 


109.  Théorème.  —  Si  par  deux  points  d'une  droite,  on  mène 
des  tangentes  à  une  conique,  le  point  de  concours  des  diagonales 
du  quadrilatère  formé  par  ces  tangentes  est  le  pôle  de  la  droite. 

Menons  les  tangentes  par  les  points  AetB;  on  obtient  le 

quadrilatère      CDEF 
jy  dont    le    point     de 

concours  des  diago- 
nales est  le  point  I  ; 
je  dis  que  I  est  le 
pôle  de  AB. 

D'après  les  pro- 
priétés harmoniques 
du  quadrilatère  com- 
plet ABCDEF,  DFest 
divisée  harmoniquement  par  les  points  I  et  H,  le  faisceau 
A.HFID  est  harmonique  ;  on  en  conclut  que  AI  et  AH  sont 
conjuguées  par  rapport  à  la  conique  et  que  AI  passe  par  le 
pôle  de  AB.  Pour  une  raison  analogue,  BI  passe  par  le  pôle 
de  AB;  ce  pôle  est  donc  le  point  I,  le  théorème  est  démontré. 
Si  on  applique  le  théorème  aux  points  C  et  E,  on  voit 
que  CE  a  pour  pôle  le  point  H  ;  de  même  DF  a  pour  pôle 
le  point  K. 

110.  Trianflles  conjuoués.  —  On  dit  qu'un  triangle  est  con- 
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jugué  par  rapport  à  une  conique  lorsque  chacun  de  ses  côtés  a 
pour  pôle  le  sommet  opposé. 

Il  existe  une  infinité  de  triangles  conjugués  par  rapport  à 
une  conique. 

En  effet,  par  un  point  arbitraire  A  menons  deux  droites 
conjuguées  quelconques,  traçons  la  polaire  du  point  A  qui 
rencontre  ces  droites  en  B  et  G  ;  le  triangle  ABC  est  conjugué 
par  rapport  à  la  conique. 

Dans  cette  construction,  le  point  A  est  arbitraire,  ainsi  que 
Tune  des  droites  AB  ou  AG  ;  les  éléments  d'un  triangle  con- 
jugué dépendent  donc  de  trois  paramètres  arbitraires. 

Le  théorème  précédent  (109)  peut  s'énoncer  de  la  manière 
suivante  : 

Les  diagonales  d'un  quadrilatère  complet  circonscrit  à  une 
conique  forment  un  triangle  conjugué  par  rapport  à  cette 
conique. 

Remarquons  que  si  un  triangle  est  conjugué  par  rapport  à 
une  conique,  deux  sommets  quelconques  et  deux  côtés  quel- 
conques sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique. 

11  d.  Coniques    conjuguées   par    rapport   à    un  triangle.   — 

On  dit  qu'une  conique  est  conjuguée  par  rapport  à  un  triangle 
lorsque  le  triangle  est  conjugué  par  rapport  à  la  conique. 
Nous  allons  chercher  l'équation  tangentielle  des  coniques 
conjuguées  par  rapport  à  un  triangle. 

Nous  supposerons  d'abord  que  l'on 
prenne  pour  axes  de  coordonnées 
deux  côtés  OA  et  OB  du  triangle. 

Désignons  par  a  l'abscisse  du  point 
A  et  par  ?  l'ordonnée  du  point  B. 
Soit 

f{Uf  w,  iv)  =  au^  -i-  a'v^  -h  a"2v^-  -\-  2bviv  -+-  Wwu  +  Wuv  =  0 

l'équation  générale  des  coniques. 

Écrivons  que  le  pôle  de  Ox  est  le  point  B.  L'équation  du 
pôle  de  Ox  est 
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1 


on  doit  avoir 


f[.  =^  b"n 


h"  =  0, 


4-  biv  =  0 


j  =  ^- 


En  écrivant  que  Oy  a  pour  pôle  le  point  A,  on  obtient  de 
même 


b"  =  0, 


^,  -- 


Ces  conditions  sont  suffisantes,  car  si  elles  sont  remplies 
AB  aura  pour  pôle  le  point  0. 

L'équation  de  la  conique  s'écrit  alors,  en  remplaçant  a  et  a' 
par  leurs  valeurs  tirées  des  relations  précédentes, 


b'oii 


bf,v' 


^bvw  ■-+-  ^b'uiv  =  0 


ou  encore 


b'  b 

a  [i 


20' 


-M)=- 


On  peut  dire  que  l'équation  générale  de  ces  coniques  est 


ÎV 


Cw^  =  0, 


A(wa-+-  wY  -+-  B(vP 

A,  B  et  G  désignant  des  nombres  arbitraires. 

Supposons  maintenant  que  le  triangle  soit  rapporté  à  des 
axes  quelconques  xOy;  soient  Xi,  ?/,  ; 
^2,  ^2  ;  a?3,  y-s  les  coordonnées  des 
sommets  A,  B  et  G  de  ce  triangle. 

Si  nous  prenons  pour  nouveaux 
axes  de  coordonnées  AB  et  AC, 
l'équation  générale  des  coniques 
conjuguées  par  rapport  au  triangle, 
s'écrit 


A(w'a 


îV 


a  et  p     désignant  les  longueurs  AB  et  AG. 

Pour  revenir  aux  premiers  axes,  nous  utiliserons  les  for- 
mules de  transformation  établies  au  numéro  34. 

Remarquons  que  les  coordonnées  du  point  directeur  de  AB 


■■ont    '''-~''' 

et 

a 

ti  tés  sont    ^'" 

—  x\ 
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^ ~  ;    pour  la  direction  AC,  ces  quan- 

a 

?/3  —  ?/t 


On  aura  donc  les  formules 


,  _  u{x2  —  x,)     v{y2  —  yi) 

U     —  j— 


w'  =  UXi  +  V?/i  +  w. 

Réduisons  les  deux  premières  équations  au  même  dénomi- 
nateur et  ajoutons  à  chacune  d'elles  la  troisième  équation 
membre  à  membre  ;  on  a 

l/a  -h  w'  =  UX2  +  Vî/2  H-  li\ 
V'^  -h  IV'   =   UX^  H-  Vlj2  -t-  ll\ 

iv'  =  nXi  4-  vyi  H-  îv. 
L'équation  de  la  conique  devient  donc 

A{ux2-\-vy2 -f- ivY  +  B(wa?3 H-  ^IJi  +  î^)"  +  C{uXi -\-  viji  -hw)^  =0; 

elle  est  de  la  forme 

\i{uXi-\-vyi-[-ivY-hh{ux2-h  vij2-\-ivY-h\{ux:i-\-vy3-\-  ivf  =  0, 

ou,  en  désignant  par  Pi,  Pa,  P3  les  premiers  membres  des  équa- 
tions des  sommets  du  triangle  donné,  on  voit  que  l'équation 
générale  tangentielle  des  coniques  conjuguées  par  rapport  à  ce 

triangle  est 

XiPf  +  XsPI-hXaPI^O. 

112.  Théorème.  —  Si  deux  triangles  sont  conjugués  par  rapport  à 
une  conique,  leurs  six  sommets  sont  sur  une  conique  et  leurs  côtés  sont 
tangents  à  une  conique. 

Soient  x;,  yi  (i  =  1,  2,  3,  4,  5,  6)  les  coordonnées  des  six  som- 
mets des  triangles. 

L'équation  tangentielle  d'une  conique  conjuguée  par  rapport  au 
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triangle  qui  a  pour  sommets  les  trois  premiers  points  est 


2  '^i{U0Ci 


vyi  -f-  loY  =  0 


l'équation   langentielle   d'une  conique  conjuguée   par  rapport   au 
triangle  formé  par  les  trois  autres  points  est 


1=4 

Écrivons  que  les  deux  équations  représentent  la  même  conique  ;  on 
obtient  une  identité  de  la  forme 

7  =  6 

y]  [i-î{uooi  -h  vyi  4-  tof  =  0. 

On  en  déduit 

^\iix]  =  0,  ^l^iVl  =  0,  ^iJ.!X!yi  =  0, 

^liixi  =  0,  ^ixfyi  =  0,  ^[^:  =  0. 

On  a  six  équations  homogènes  à  six  inconnues,  jjli,  [JI2;...,  im  ;  le  dé- 
terminant du  système  doit  être  nul  ;  on  a  donc 


=  0, 


ce  qui  prouve  bien  que  les  six  points  sont  sur  une  conique. 

En  transformant  cette  propriété  par  polaires  réciproques,  on  a  la 
seconde  partie  du  théorème. 

113.  Théorème  réciproque.  —  Si  deux  triangles  sont  inscrits  dans 
une  conique,  il  existe  une  conique  conjuguée  par  rapport  à  ces  deux 
triangles. 

Si  le  déterminant  précédent  est  nul,  il  existera  une  relation 
linéaire  et  homogène  entre  les  éléments  de  ses  lignes  ;  on  aura  donc 
la  suite  d'égalités 


x\ 

xl 

xl 

^l 

xl 

< 

Clyl 

x-iy^ 

oozVi 

x^y^ 

oo,y, 

oo^y 

y\ 

Vl 

yl 

yl 

yl 

yl 

Xi 

x^ 

X3, 

x^ 

X-i 

x^ 

2/1 

y-2 

y-i 

2/4 

y-i 

ye 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
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^liix}  =  0,  ^iJ.iOC;yi  =  0,  ^M'h 

^ix,x,  =  0,  ^ix,yi  =  0,  ^l^i  =  0, 

d'où  l'on  déduit  l'identité 

^lX!{l(Xi  +  vy;  -+-  lof  =0, 

cft  qui  montre  que  les  équations  tangentielles 


»=6 


'^ixiiuxi  4-  vyi  4-  io)2  =  0 

représentent  la  même  conique,  qui  est  conjuguée  par  rapport  aux 
deux  triangles. 

Corrélativement,  si  deux  triangles  sont  circonscrits  à  une  môme 
conique,  il  existe  une  conique  conjuguée  par  rapport  aux  deux 
triangles. 


EXERCICES     ET     NOTES 


1.  Triangles  polaires  réciproques.  —  On  dit  que  deux  triangles 
sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  conique  lorsque  les  som- 
mets de  l'un  sont  les  pôles  des  côtés  de  l'autre.  La  réciproque  est 
vraie. 

Théorème.  —  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  correspondants 
de  deux  triangles  polaires  réciproques  passent  par  un  même  point. 

Soit  f{u,  V,  w)  =  0  l'équation  tangentielle  de  la  conique  ;  et 
soient 

a  ziz  ax  -i-  a'y  +  a"z  rr  0, 

<^  =  hx-{-b'y  +  b"z  =  0, 
Y  =:  cx-^c'y  ->r  c"z  •=.  0 

les  équations  des  côtés  BC,  GA,  AB  d'un  triangle  ABC  ;  nous  allons 
démontrer  que  si  l'on  mène  par  les  sommets  les  droites  conju- 
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guées  des  côtés  opposés,  les  trois  droites  obtenues  sont  concou- 
rantes. 

Une  droite  quelconque  passant  par  le  point  A  a  pour  équation 
?  -^1^(  =z  0  ;    pour  qu'elle  soit  conjuguée  du  côté  BG,  on  doit  avoir 

{b  +  lc)a  -+-  [h'  -h  \c')f'a'  -j-  [b"  +  V)/"«"  =  0, 
d'où  l'on  tire,  en  posant  pour  simplifier  l'écriture, 

bfâ  +  ^7«'  H-  ^"/"a"  =  afb  H-  a' fi'  +  a" fi"  =z  [ah), 

[ac) 
Nous  obtenons  donc  la  droite 

p(ac)-Y(aô)  =  0. 

Les  deux  autres  droites  auront  pour  équations 

Y(&a)  —  a(ôc)=  0, 
oi{ch)  —  ^[ca)  —  0. 

En  additionnant  on  a  une  identité  ;  donc  les  trois  droites  sont 
concourantes. 

En  transformant  par  le  principe  de  dualité,  on  obtient  le  théorème 
suivant  : 

Les  points  d'' intersection  des  cotes  correspoîidants  de  deux  trian- 
gles polaires  réciproques  sont  en  ligne  droite. 

D'ailleurs,  l'un  de  ces  deux  théorèmes  résulte  de  l'autre,  d'après  les 
propriétés  de  deux  triangles  homologiques  ;  on  peut  donc  dire  que 
deux  triangles  polaires  réciproques  sont  homologiques. 

2,  Démontrer  que,  réciproquement^  deux  triangles  homologiques 
sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  conique. 

3.  Etant  donnés  deux  triangles  ABC,  AiBiCi,  parles  points  A,B,  C 
on  mène  les  droites  respectivement  conjuguées  de  BiCi,  CiAi,  AiBi. 
Si  ces  droites  passent  par  un  même  point,  les  droites  passant  par 
Al,  Bi,  Cl  et  respectivement  conjuguées  de  BC,  CA,  AB,  .se  coupent 
aussi  en  un  mêîne point. 

Prenant  les  mêmes  notations  que  dans  l'exercice  1,  les  trois  pre- 
mières droites  auront  pour  équations 

p(cai)  =z  y{bai), 

■^{abi)  =z  a(c6i), 

a(feci)  =  P(aci), 
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et  pour  que  ces  droites  soient  concourantes,  il  faut  qu'on  ait 

{cai){abi){bci)  =  {bai){cbi){aci)  ; 
cette  relation  étant  symétrique  par  rapport  aux  deux  triangles,   le 
théorème  est  démontré.  {^) 

Si  la  conique  se  compose  des  deux  points  cycliques,  deux  droites 
conjuguées  quelconques  sont  perpendiculaires  ;  on  a  alors  l'énoncé 
suivant  : 

Si  deux  tria?igles  sont  tels  que  les  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  d>i  l'un  sur  les  côtés  de  Vautre  soient  concourantes,  inverse- 
ment les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  deuxième  sur  les 
côtés  du  premier  sont  aussi  concourantes. 

A.  Les  polaires  des  milieux  des  côtés  d'un  triangle  jjar  rapport  à 
toute  conique  inscrite  déterminent  un  triangle  dont  l'aire  est  égale  à 
celle  du  triangle  donné. 

5.  Par  un  point  quelconque  du  plan,  on  peut  mener  une  infinité  de 
Couples  de  droites  conjuguées,  qui  constituent  deux  faisceaux  en  in- 
volution.  Trouver  les  points  du  plan  pour  lesquels  deux  droites  con- 
juguées quelconques  sont  perpendiculaires.  Ces  points  sont  les 
foyers. 

6.  Si  par  deux  points  B  et  C  conjugués  par  rapport  à  une  conique, 
on  mène  deux  droites  qui  se  coupent  en  un  point  a  de  la  courbe,  la 
corde  bc  que  ces  deux  droites  interceptent  .sur  la  conique  passe  par 
le  pôle  A  de  BC.  Théorème  corrélatif. 

7.  L'équation  générale  des  coniques  ayant  pour  centre  le  point 
[x,  y),  et  pour  diamètres  conjugués  deux  droites  de  coefficients  angu- 
laires m  et  m',  est 

[ux  -hvy-\-  wY  H-  \{u  4-  vmf  +  ii.[u,  -f-  vm'f  =z  0. 

Ces  deux  diamètres  forment  en  effet  avec  la  droite  de  l'infini  un 
triangle  conjugué  par  rapport  à  la  conique 

(1)  Cette  démonstration  et  celle  qui  précède  sont  dues  à  M.  Darboux. 
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114.  Centre.  —  On  appelle  centre  d'une  conique  un  point 
tel  que  toute  droite  passant  par  ce  point  rencontre  la  courbe  en 
deux  points  symétriques  par  rapport  à  ce  point. 

Il  résulte  immédiatement  de  cette  définition  que  le  centre 
est  le  pôle  de  la  droite  de  l'infini,  et  que,  réciproquement,  si 
le  pôle  de  la  droite  de  l'infini  est  à  distance  finie,  ce  point  est 
un  centre. 

Soit 

/"(w,  V,  2v)  =  au^-i-a'v^~ha"w^-h2bvw-h'Èb'2Vu^2b"uv  =  0     (1) 

l'équation  tangentielle  de  laconique. 
L'équation  du  pôle  d'une  droite  quelconque  (w^,  Dq.  ir^)  est 

ou  encore 

Si  la  droite  est  à  l'infini,  Uq  et  u„  sont  nuls,  et  l'équation 
devient 

i/"/,  =  b'u-\-bv-i-a"w  =  0. 

Premier  cas.     a"  z/z  0.     La  conique   est  une  ellipse  ou  une 
hyperbole. 

Le  pôle  est  à  distance  finie.  La  courbe  a  donc  un  contre,  qui 
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a  pour  coordonnées  -77    et    —-,,  ou,  si  1  on  veut,  pour    coor- 

a  a' 

données  homogènes  b' ^  b  et  a". 

Dans  le  cas  particulier  où  a  est  nul,  Téquation  (1)  représente 
deux  points,  le  centre  est  le  milieu  de  ces  deux  points. 

Deuxième  cas.     d'  =  0.     La  conique  est  une  parabole. 
Le  pôle  de  la  droite  de  l'infini  est  à  l'infini,  ce  qu'on  pouvait 
prévoir,  puisque  la  courbe  est  tangente  à  cette  droite.  La  para- 
bole n'a  donc  pas  de  centre. 

Le  point  où  la  courbe  touche  la  droite  do  l'infini  a  pour  coor- 
données homogènes  b\  b  et  0  ;  la  direction  asymptotique  a 
donc  pour  paramètres  directeurs  b'  et  b. 


115.  Il  résulte  de  là  que  l'équation  générale   des  coniques 
qui  ont  pour  centre  le  point  (x,  y)  est 


2b"uv  +  2xuic 


lyvw 


uP-  —  0. 


(5) 


116.  Théorème  de  Newton.  —  Le  lieu  des  centres  des  coniques  tan- 
gentes à  quatre  droites  est  une  droite  qui  passe  par  les  milieux  des 
diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  droites. 

Soient  ui.vi,  la  (i=l,2, 3, 4)  les  coordonnées  des  quatre 
droites. 

L'équation  d'une  conique  ayant  pour  centre  le  point  {x,  yi  est 
réquation  (2)  ;  la  conique  étant  tangente  aux  quatre  droites  don- 
nées, on  aura  Jes  relations 

au^^  -+-  av\  H-  2b"u^V\,  +  ^xu^Wi  +  2yViWi  +  io\  =z  0, 

aul  4-  a'vl  -f-  2b"u2V2  +  2XU2W2  -+-  2yv.2iC2  H-  ic^  =  0, 

au^  -+■  a'vl  +  2b"UiV-i  H-  2a?t(3iC3  +  2yv.^w^  -h  io|  =:  0, 

aul  H~  <^'^4  +  2b"u!,V!,  -\-  2xiii,W!,  +  2yv^wi^  +  to|  =:  0. 

En  éliminant  a,  a',  h"  entre  ces  quatre  équations,  on  aura  l'équa- 
lion  du  lieu. 
On  obtient  ainsi 

U\       V\       MjVi       2xUiX0i 
U\       V\      U2V2       2XU2102 

uj     vl     U'iV-i     2xu-\iOi 
^l     vl     îii^Vi,     2xUiiv.'^ 
équation  qui  représente  une  droite 


2yv2W2  H-  wl 


2yv3i03 
2yviici 


0, 
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Deux  sommets  opposés  du  quadrilatère  peuvent  être  considérés 
comme  formant  une  conique  tangente  aux  quatre  droites;  il  en  résulte 
que  le  milieu  de  ces  deux  points  fera  partie  du  lieu. 

On  voit  ainsi  que  le  lieu  est  la  droite  qui  joint  les  milieux  des 
diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  droites. 

117.  Exercice.  —  Lieu  des  centres  des  hyperboles  éqiiilatères  con- 
juguées par  rapport  à  un  triangle. 

Prenons  deux  côtés  du  triangle  pour  axes  de  coordonnées  ;  soient  a 
l'abscisse  du  point  A  et  p  l'ordonnée  du 
point  B. 

L'équation  générale   des    coniques  conju- 
guées par  rapport  au  triangle  OAB  est  (111) 
A{Ma  +  io)2  +  B(iJ(i  4-10)2 -H  Cio2  -  0 

OU,  en  développant, 
Aa2w2  _{_  BPîj2  _|_  ( A  +  B  4-  C)  to2  +  2Aai6io  +  2B^vw  =  0.  (3) 
Divisons  par    A  +  B  H-  C    et  posons 

Aa  _^  _JL__. 

A  +  B  +  C-    '  A  +  B  +  G-^' 

X  et  y  désignant  les  coordonnées  du  centre. 
Nous  obtenons  alors 

o^xu^  _j_  ^yv^  4-  2xuw  À-  2yvw  -\-w^  =  0, 

qui  est  l'équation  de  la  conique  conjuguée  par  rapport  au  triangle 
AOB  et  ayant  pour  centre  le  point  {x,  y). 

Écrivons  que  cette  conique  est  une  hyperbole  équilatère  ;  nous  au- 
rons l'équation  du  lieu. 

On  doit  avoir 

A4-A'  — 2B"  cos  6  z=  0 

a' a"  —  &2  +  a" a  —  b'^—2 [bb'  —  a"b")  cos  6  =:  0. 
Il  vient  dans  le  cas  particulier  considéré 

^y  —  y^-hoLx  —  x^  —  2xy  cos  0  =  0 
ou 

x^-\-y^-h  2xy  cos  6  —  aa;  —  ?j/  =  0, 

équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OAB. 

118.  Pour  que  Péquation  générale  (3)  représente  une  parabole,  il 

faut  que 

A-4-B4-C  =  0. 

L'équation  générale  des  paraboles  conjuguées  par  rapport  au  triangle 

OAB  sera  donc 

Xu  (  wa  4-  2w)  -^  \x.v  (r p  4-  2w)  =  0. 
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119.  Diamètres.  —  Le  lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles 
à  une  direction  fixe  dans  une  conique  est  une  droite  qu'on 
appelle  diamètre  conjugué  de  la  direction  donnée. 

Ce  lieu  peut  être  en  effet  considéré  comme  la  polaire  du  point 
à  rinfini  dans  la  direction  des  cordes. 

Soient  a,  ^  les  paramètres  directeurs  de  cette  direction  ;  le 
point  à  l'infini  dans  cette  direction  a  pour  coordonnées  homo- 
gènes a,  p,  0.  Si  w,  V,  w  sont  les  coordonnées  de  sa  polaire, 
fû^  fv   et  fi    sont  respectivement  proportionnels  à  a,  p  et  0. 

On  a  donc 

^  =  ^,    ) 

-         PM  (4) 

a:.  =  0.  ) 

Ces  deux  équations  déterminent  le  diamètre  conjugué  delà 
direction  a,  p. 

120.  Les  diamètres  étant  les  polaires  des  points  situés  sur  la 
droite  de  l'infini,  doivent  passer  par  le  pôle  de  cette  droite  ; 
c'est  ce  que  montre  d'ailleurs  la  condition    /"/„  =  0. 

Il  en  résulte  que  dans  l'ellipse  et  l'hyperbole  les  diamètres 
passent  par  le  centre,  tandis  que  dans  la  parabole,  ils  sont  pa- 
rallèles à  la  direction  asymptotique. 

121.  Les  relations  (4)  déterminent  un  diamètre  tel  que  nous 
l'avons  défini,  seulement  dans  le  cas  oii  le  point  de  coordonnées 
a,  p,  0  n'est  pas  situé  sur  la  conique. 

Dans  le  cas  contraire,  si  ce  point  est  situé  sur  la  conique, 
les  équations  (4)  déterminent  les  coordonnées  de  la  tangente 
en  ce  point,  c'est-à-dire  d'une  asymptote  si  la  conique  est  une 
hyperbole,  de  la  droite  de  l'infini  si  la  conique  est  une  para- 
bole. 

122.  Diamètres  conjugués.  —  On  dit  que  deux  diamètres 
sont  conjugués  dans  une  conique  à  centre  lorsque  chacun 
d'eux  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à 
l'autre. 

COORDONNÉES.    —    Il  0 
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Chacun  de  ces  diamètres  passe  par  le  pôle  de  l'autre  ;  on 
peut  donc  les  considérer  comme  deux  droites  conjuguées 
passant  par  le  centre. 

La  relation  qui  lie  les  coefficients  angulaires  de  deux  dia- 
mètres conjugués  s'obtient  en  écrivant  que  les  deux  droites 


y-^  =  ™ 


sont  conjuguées  par  rapport  à  la  conique. 
On  trouve  ainsi  la  relation  connue 

k'mm'  -\-  B"(m  -h  m')  -f-  A  =  0, 

qu'on  pouvait  déduire  de  l'équation  ponctuelle  de  la  conique. 

123.  Prenons  comme  axes  de  coordonnées  deux  diamètres 
conjugués  quelconques,  et  cherchons  l'équation  tangentielle 
de  la  conique  par  rapport  à  ces  axes.  Les  deux  axes  et  la 
droite  de  l'infini  sont  les  côtés  d'un  triangle  conjugué  par  rap- 
port à  la  conique.  Les  équations  des  sommets  du  triangle  étant 

M  =  0,  i;  =  0,  w  =  0, 

l'équation  de  la  conique  sera  de  la  forme  (111) 

124.  Axes.  —  On  appelle  axe  dans  une  conique  un  diamètre 
perpendiculaire  aux  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties  égales. 

Il  résulte  de  cette  définition  qu'on  peut  considérer  un  axe 
comme  une  droite  dont  le  pôle  est  à  l'infini  dans  la  direction 
perpendiculaire  à  cette  droite. 

Soit  ux  H-  vy  +  10  =  0 

l'équation  d'un  axe  ;  la  direction  perpendiculaire  a  pour  para- 
mètres directeurs  u — ucosO  et  V — acosG;  le  pôle  de 
cette  droite  a  pour  coordonnées  /J,  /",(,  fi  ;  pour  que  ce 
point  soit  à  l'infini  dans  la  direction  qui  a  pour  paramètres 
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V  cos  0,     et     V  —  u  cos  6     il  faut  qu'on  ait 
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(5) 


U  —  V  cos  0       V  —  u  cos  6 
A  =  0. 

Ces  équations  déterminent  les  coordonnées  des  axes  ;  la  pre- 
mière est  du  second  degré,  la  seconde  du  premier  ;  il  existe 
donc  deux  axes  en  général. 

125.  Pour  discuter  les  solutions  de  ces  équations,  on  peut 
introduire  une  nouvelle  inconnue  S  et  écrire 


fi 


f!- 


V  cos 


u  cos 


2S 


ou 


/•^  =  2S(w  — ucosO), 

fl  =  2S(u  — M  cos  6), 

ce  qui  donne,  en  développant  et  en  écrivant  de  nouveau  la  se- 
conde des  équations  (5), 

(a_S)w-i-(//'-f-Scos  ^)v-i-b'w  =  0,     \ 


(6"+Scos 


a'  —  S)w  4-  biv  =  0,     ^ 
'u  -+■  bv  -h  à'ic  =  0.     J 


(6) 


Les  équations  (6)  sonthomogènes  en  w,  v,  w  ;  pour  qu'elles 
admettent  des  solutions  non  toutes  nulles,  il  faut  que  le  dé- 
terminant du  système  soit  nul.  On  doit  donc  avoir 

a  — S  ^"-hScose     b' 

F(S)  =        6" -h  S  cos  0        a'  — S  b         =0. 

b'  b  a" 

Pour  développer  cette  équation,  on  peut  décomposer  le  dé- 
terminant en  une  somme  de  quatre  déterminants  : 


a    b"  b' 

—  S     //  b' 

a    S  cos  6  b' 

—  S  ScosO  b' 

b"  a!   b 

-h 

ScosO  a'  b 

+ 

b"    —S     b 

4- 

Scos6  —S    6 

b'    b  a!' 

0      b    a" 

b'       0       a" 

0          0      a!' 
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de  telle  sorte  que  Téquation  peut  s'écrire 

F(S)  =  a"S2  sin^  6  —  S(  A  -f-  A'  -  2B"  cos  6)  -f-  A  =  0. 

Si  dans  les  équations  (6)  on  remplace  S  par  une  racine  de 
cette  équation,  ces  équations  admettront  un  système  de  solu- 
tions en  w,  V,  IV  qui  seront  les  coordonnées  d'un  axe. 

126.  Pour  que  les  racines  de  l'équation  en  S  soient  réelles^ 
il  faut  qu'on  ait 

(A  -h  A'  —  2B"  cos  6)2  —  4a"A  sin^  6  >  0 , 
et  comme 

a"A  =  kM  —  W\ 
la  condition  devient 

(A-t-A'— 2B"cos6)2  — 4(AA'-B"2)  sin^  6  >  0. 

Ordonnons  par  rapport  à  B"  ;  on  a 

4B"2  _  4B"( A  4-  A']  cos  G  -h  (A  -h  A')^  —  4AA'  sin^  6  >  0 

ou 

[2B"  —  ( A  -f-  A')  cos  e]2  -h  (A  —  MY  sin^  6  >  0. 

Cette  condition    est    toujours   remplie  ;  l'équation  en  S  a 
donc  toujours  ses  racines  réelles. 
Pour  que  ses  racines  soient  égales,  on  doit  avoir 

A  —  A'  =  0, 

2B"  —  (A  +  A')  cos  0  =  0, 
ce  qui  donne 

B" 

A    =    A'  =: 


cos  0 


On  reconnaît  les  conditions  pour  que  la  conique  soit  un 
cercle. 

127.  C'est  également  dans  ce  seul  cas  que  les  équations  (6) 
peuvent  avoir  leurs  coefficients  proportionnels  et  par  suite 
admettre  une  infinité  de  solutions  en  w,  v^  iv. 

En  effets  pour  que  l'on  ait 
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a  — S       6"H-ScosO        // 


il  faut  que 


h' 

b 

b' 

"H- s 

cos  0 

a' 



s 

b' 

~ 

T 

~ 

a"S  = 

=  A  = 

--    A'   : 

^ 

B" 

cos  0 


s  est  alors  racine  double  de  l'équation. 

On  peut  donc  dire  que  si  la  conique  n'est  pas  un  cercle,  Céqua- 
tion  en  S  a  ses  racines  réelles  et  distinctes,  et  quà  toute  racine  de 
cette  équation  correspond  un  seul  système  de  valeurs  de  m,  v,  w 
donné  par  les  équations  (6). 

128.  Il  est  alors  aisé  de  discuter. 

Premier  cas.  a"  z^  0.  La  conique  est  une  ellipse  ou  une 
hyperbole. 

L'équation  en  S  a  deux  racines  Si  et  S2  ;  à  chaque  racine 
correspond  un  axe. 

Je  vais  démontrer  que  ces  deux  axes  sont  perpendiculaires  ; 
soient,  en  effet,  Wj,  v^,  iv^  et  u^y  v^,  W2  les  coordonnées  des 
axes  correspondant  aux  deux  racines  Si  et  83.  On  a 

fi^  =  2Si(wi  —  Vi  cos  6),  fl^  =  2S2(w2  —  V2  cos  0), 

/;^  =  2Si(ui  —  ui  cos  0),  fl^  =  282(^2  —  U2  cos  6), 

Multiplions  les  trois  équations  de  gauche  respectivement 
par  W2,  V2,  ^t'2,  puis  ajoutons;  multiplions  de  même  les  trois 
équations  de  droite  respectivement  par  Wj,  v^,  Wi,  puis  ajou- 
tons ;  on  a 

"2/*",  +  "2/"/.,  -+-  mfw^  =  2Si[wiW2  •+-  U1U2  —  ("1^2  4-  ^^1^2)  cos  OJ, 

UifL^  -h  u/,:^  -h  tvifi-^  =  2S2[wiW2  +  ViVo  —  (i/iUa  -+-  v^Ui)  cos  0]. 

Retranchons,  en  remarquant  que  les  premiers  membres 
sont  égaux  ;  il  vient 

0  =  2(Si  —  S2)[wiW2  -+-  ViV2  —  {uiVo  -h  U1M2)  cos  0], 
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et  comme     Si  —  Sa    n'est  pas  nul,  on  doit  avoir 

W1W2  -+•  ViVi  —  {U1V2  -h  U2V1)  COS  0  =:  0, 

ce  qui  montre  que  les  deux  axes  sont  perpendiculaires. 

Et  en  même  temps  on  a  aussi,  d'après  les  équations  précé- 
dentes, 

par  suite  les  axes  sont  deux  droites  conjuguées  ;  ce  sont  deux 
diamètres  conjugués  rectangulaires. 

Deuxième  cas.     a"  =  0.     La  conique  est  une  farabole. 

L'équation  en  S  s'abaisse  au  premier  degré,  elle  admet  une 
seule  racine, 

A 


S  =-. 


A  +  A'  —  -2B"  cos  6 
qu'on  peut  encore  écrire,  puisque     a   =  0, 

c^  -A  . 

b' -{-b'' -h '2hb'  cos  ^' 

Portons  cette  valeur  de  S  dans  la  première  des  équations  (6), 
remplaçons  A  par  sa  valeur  —ab^  —  a'b'^-^-'lbb'b"\  on 
obtient, 

u[a[b'^-^'lbb'  cos  ^)-^a!b'^-{-^bb'b"] 

4-  V [b'\b^  +  b")  -h  [ab^  -+-  a'b'^)  cos  0] 
-h  b'wib^  4-  //'  -I-  26Ô'  cos  0;  =  0. 
Cette  équation,  jointe  à 

/-,;  =  2{b'u^bv)  =  0, 

détermine  les  coordonnées  de  l'axe  de  la  parabole. 
De  cette  seconde  équation,  on  tire 

u  =  b,  V  =  —  b' 

et  en  remplaçant  dans  la  première  on  obtient 

b"{b''  —  b')  —  bb'{a  —  a')  +  {a'b"  —  a6»J  cos  0 


w 


b^ -h  b'^-^2bb'  cos  9 
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L'équation  de  Taxe  peut  donc  s'écrire 

l,"(h'i  —  b*)  —  bb\a  —  a')  +  {a'b'^  —  ab^)  cos  6  _ 
bx  —  b'y-h  b' ^b" -h  ^bb'  cos  0  ~    ' 

129.  On  peut  obtenir  cette  équation  plus  rapidement  en  con- 
sidérant Taxe  comme  le  diamètre  conjugué  de  la  direction 
perpendiculaire  à  la  direction  asymptotique. 

Cette  direction  asymptotique  ayant  pour  paramètres  direc- 
teurs b'  et  b,  la  direction  perpendiculaire  aura  pour  para- 
mètres b-hb'cos^  et  —  (^'  +  ^  cos  6).  Les  coordonnées  de 
son  diamètre  conjugué  seront  déterminées  par 

b-hb'  cosQ       —  (b'  4-  b  cos  6)  ' 

Ces  équations  se  déduisent  aussitôt  des  équations  (5)  en 
remplaçant  dans  les  dénominateurs  uei  v  respectivement  par 
les  valeurs  b  et  —  b'  que  Ton  déduit  de  la  seconde  équa- 
tion   flv  =  0. 

En  résolvant  ce  système,  on  obtient  pour  tv  la  valeur  écrite 
plus  haut. 

130.  Dans  le  cas  où  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangu- 
laires, les  formules  (5)  se  simplifient  et  deviennent 

u  V 

fL  =  o. 

L'équation  en  S  s'écrit 

a"S^— S(A-hA')-i-  A  =  0. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  les  coordonnées  de  l'axe  vérifient 
les  équations 

et  l'équation  de  cet  axe  est 


136       COORDONNÉES  TANGENTIELLES.  GÉOMÉTRIE    PLANE 

131.  Exercice.  —  Trouver  l'enveloppe  des  axes  des  coniques  qui 
touchent  deux  droites  fixes  en  des  points  donnés. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  deux  droites  données  ;  soit 
a  Tabscisse  du  point  A  et  p  l'ordonnée  du  point  B. 

Nous  allons  chercher  l'équation  tangentielle  générale  des  coniques 
tangentes  en  A  et  B  aux  droites  Ox  et  Oy. 

.11  faut  d'abord  écrire  que  le  pôle  de  Ox  est  le  point  A. 

L'équation  du  pôle  de  Ox  est 


2 
On  doit  donc  avoir 


-  fv  =:  h"u  -\-  a'v  +  btc  =z  0. 


a    =  0,  —  rr:  a. 


De  même  pour  que  la  conique  soit  tangente  à  Oy  au  point  B,  il 
faut  qu'on  ait 

Tirons  b  et  b'  de  ces  relations  et  remplaçons  dans  l'équation  de  la 
conique  ;  il  vient 

2b"  2b" 

a"w^  H VIO  -{--^  wu  ■+■  2b"uv  =  0, 

a  p  ' 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

f{u,  v,  w)  =  ccpuv  H-  auw  -+-  j3rto  -j-  \w^  =:  0, 

1  étant  une  variable. 
Les  coordonnées  des  axes  sont  déterminées  par  les  équations 

f-^  = ^, 

u  —  V  cos  6        V  —  u  ces  6 

fw  =  0, 

ou 

a(PuH-to)   p(aM-l-to) 

u  —  V  cos  6        V  —  u  cos  6 

au-\-  pv  -h  2Ï10  =z  0. 
On  aura  l'équation  de  Tenveloppe  en  éliminant  X  entre  ces  deux 
équations.    Mais  la  première  ne  renfermant  pas  le  paramètre  1  est 
précisément  l'équation  de  l'enveloppe. 
On  peut  l'écrire 

(x{Pv-\-w){v  —  u  cos  6)  —  p(au-f- w?)(ie  —  v  cos  6)  =  0, 
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OU 

ai'^{u~  —  v^)-i-uic{'^-hoi.  COS  8)  — VIO  (a  H- p  COS  6)  =  0. 

L'enveloppe  est  une  parabole  dont  l'axe  a  pour  paramètres  direc- 
teurs p  +  a  COS  6  et  — (a  +  i3  cos  ô)  ;  cet  axe  est  donc  perpen- 
diculaire à  la  droite  qui  joint  le  point  0  au  milieu  1  de  AB. 

On  voit  en  outre  que  les  coordonnées  des  tangentes  issues  du 
point  0  à  cette  parabole  satisfont  à  la  relation 

U^  —  v^  =:  0, 

c'est-à-dire  que  ces  tangentes  sont  les  bissectrices  des  axes  de  coor- 
données. Le  point  0  est  donc  sur  la  directrice,  qui  se  trouve  être 
ainsi  la  droite  01,  puisque  cette  droite  est  perpendiculaire  à  Taxe. 

132.  Tangentes  aux  sommets.  —  Les  tangentes  aux  som- 
mets, c'est-à-dire  aux  points  où  les  axes  rencontrent  la  coni- 
que, sont  parallèles  aux  axes. 

On  aura  les  directions  des  axes  en  éliminant  iv  entre  les 
équations  (5)  ;  on  obtient 

(B"— A'  COS  e)w2  — wy(A  — A')  — (B"  — Acose)u2  -  q. 

Les  coordonnées  des  tangentes  aux  sommets  devront  vérifier 
cette  équation  ;  elles  vérifieront  aussi  l'équation  de  la  co- 
nique 

f{u,  V,  w)  =  0. 

On  peut  donc  dire  que  ces  deux  équations  déterminent  les 
tangentes  aux  sommets. 

On  aura  les  sommets  eux-mêmes  en  prenant  les  points  de 
contact  de  ces  tangentes. 

133.  Les  calculs  sont  beaucoup  plus  simples  dans  le  cas  de 
la  parabole. 

La  direction  perpendiculaire  à  l'axe  a,  comme  nous  l'avons 
vu,  pour  paramètres  directeurs  6-i-6'cos8  et  — (ô'-h  écos  0). 

Les  coordonnées  de  la  tangente  au  sommet  satisferont  aux 
deux  équations 

u{b  -h  b'  COS  0)  —  v{b'-\-b  cos  ô)  =  0, 

/"(w,  V,  w)  =  0. 

Supposons,  pour  simplifier,  les  axes  de  coordonnées  rectan- 
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gulaires  ;  la  première  équation  devient 

bu—b'v=0; 
on  en  tire 

Il  zn  b\  V  ^=  b, 

et  en  remplaçant  dans  la  seconde  il  vient 

ab"  -i-  a'b'  -i-^bb'b"  -i-^w{b'  -i-  b")  --=  0, 

d'où 

ab'^-{-a'b^-{-Ub'b" 


w  =  — 


^b-'-\-h'-') 
et  l'équation  de  la  tangente  au  sommet  est 

ab'^-\-db^-\-^bb'b"       ^ 

Le  sommet  s'obtient,  soit  en  prenant  le  point  de  contact  de 
cette  droite,  soit  en  prenant  l'intersection  de  Taxe  et  de  la 
tangente  au  sommet. 


EXERCICES    ET    NOTES 


1.  L'équation  générale  tangentielle  des  coniques  qui  ont  pour 
centre  le  point  (a?,  y)  est 

au^  +  a'v-  -h  '2b"uo  -h  2jcuic  -f-  2i/cio  -+-  lo^  =  0. 

Dans  certains  problèmes,  on   peut  partir  de  cette  équation  pour 
obtenir  le  lieu  des  centres  d'une  conique  variable. 

2.  Lien    des    centres  des  hyperboles  équilatères  inscrites  à   un 
triangle. 

Prenons  deux  côtés  du  triangle  pour  axes.    OA  =  a,     OB  =  P . 
L'équation  de  la  courbe  est 

2b" uv  -h  2xuio  4-  2yvw  -+-  lo^  =  0, 
avec  la  condition 
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Pour  que  la  conique  soit  une  hyperbole  équilatère,  il  faut  qu'on 
ait 

—  a;2  _  2/2  _  2  cos  6 {xi/  —  b")  =  0. 

Éliminant  b"  entre  ces  équations,  on  a  l'équation  du  lieu, 

iK^  -h  t/^  4-  2xy  cos  0       2x      2y       *  _  r, 
ajâ  cos  0  a         p  ~~     ' 

qui  représente  le  cercle  conjugué  par  rapport  au  triangle. 

3.    Lieu  des  centres  des   coniques  tangentes  en  un  point  donné  à 
une  droite  donnée,  connaissant  une  droite  et  son  pôle. 
Le  lieu  est  une  droite. 

4  Lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  deux  droites  et  pas- 
sant par  deux  points. 

Le  lieu  est  une  conique  passant  par  le  point  d'intersection  des 
deux  droites,  parle  milieu  de  la  distance  qui  sépare  les  deux  points, 
par  le  milieu  de  la  partie  interceptée  par  les  droites  données  sur  la 
droite  qui  joint  les  deux  points. 

5.  Soit  xOy  un  angle  fixe  circonscrit  à  une  conique,  e^  AB  une 
tangente  telle  que  la  partie  AB  comprise  entre  les  côtés  de  Vangle  ait 
une  longueur  minimum.  Démontrer  que  les  points  A  e^  B  sont 
équidistants  du  centre. 

La  conique  étant  tangente  aux  deux  axes  a  pour  équatiorir 

21uv  +  2xuw  -f-  2gvio  -\-w^  z=z  0. 

Soit    -  +  I  —  i  =0    l'équation  de  la  tangente  AB  ;  on  aura 

2X  —  2^x  —  2%y  +  a?  =  0 
et  _ 

AB^  —  a2  4-^2_2a;â  cos  e. 

Différentions  ces  deux  équations  ;  on  aura 

—  2xd'^  —  2ydoL  +  acZ.3  +  pda  =  0, 
ac^a  -+-  pcïp  —  (acZ,3  +  ^doC)  cos  6  =  0 . 

En  éliminant  da.  et  d^  on  trouve 

2x  —  (x      _      2y—  p 
^  —  a  cos  9        a  —  ^  cos  0 
qui  montre  que  le  centre  est  sur  la  droite  perpendiculaire  à  AB  me- 
née en  son  milieu. 

6.  Un   triangle  ABC  est  circonscrit  à  une  conique,  les  points  de 
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contact  étant  a,  b,  c.  Démontrer  que  la  droite  qui  joint  le  sommet  A 
au  point  d  oîi  le  diamètre  Oa  rencontre  la  corde  de  contact  bc 
passe  par  le  milieu  du  côté  BC. 


7.  Une  hyperbole  est  tangente  aux  axes  d'une  ellipse  et  les  asymp- 
totes de  Vhijperbole  sont  tangentes  à  V ellipse  ;  démontrer  que  le  centre 
de  Vhyperbole  est  sur  l'un  des  diaynètr es  conjugués  égaux  de  Vellipse. 

a^u^  -{-  bH^  —  ic^z=zO,  •       (  I  ) 

•  2Xuv  +  2xuw  H-  ^yvic  +  lo^  =r  0  (2) 

étant  les  équations  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  ;  les  asymptotes  de 
l'hyperbole  sont  déterminées  par  les  équations  (2)  et  (3) 

ux  +  vy -]~w  ^:z  0.  (3) 

Il  faut  écrire  que  les  solutions  du  système  (2)  et  (3)  vérifient  l'équa- 
tion (i).  Pour  cela,  éliminons  lo  entre  (2)  et  (3)  puis  entre  (i)  et 
(3)  ;  on  a  les  équations 

{ux-\-vyY  —  2Xmi;  =  0, 

et  pour  que  ces  deux  équations  aient  mêmes  racines,  il  faut  qu'on 
ait 

«2  _  ^2  yi  _  ,,2 


x' 
ou 

^2^2  _ 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

-  b'-x^  =z  0, 

8.  On  mèiie  une  tangente  commune  à  deux  coniques  concentriques 
et  on  joint  les  points  de  contact  au  centre  ;  démontrer  que  ces  droites 
et  les  cordes  communes  qui  passent  par  le  centre  forment  U7i  faisceau 
harmonique . 


9.  Étant  donnée  l'équation  tangentielle  d'une  ellipse, 

f[u,  V,  w)  =  0, 
trouver  V  équation  de  l'ensemble  des  diamètres  conjugués  égaux. 

10.  On  considère  des  coniques  ayant  uti  centre  fixe  et  tangentes  à 
une  droite  donnée  en  un  point  donné.  Trouver  le  lieu  des  pôles  d'une 
droite  fixe  et  l'enveloppe  des  polaires  d'un  point  fixe. 
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11.  On  a  vu,  (Jans  la  recherche  des  axes  d'une  conique  définie 
par  l'équation  tangentielle  f{u,  v,  w)  =z  0,  que  les  coordonnées 
de  ces  droites  satisfont  à  l'équation 

fû  ^  fr 

U  —  V  COS  6         V  —  tt  cos  0 

Celte  équation  représente  une  parabole  enveloppe  des  droites  qui 
sont  perpendiculaires  aux  droites  qui  joignent  leurs  pôles  à  l'ori- 
gine. 

Les  axes  de  la  conique  sont  alors  les  tangentes  menées  du  centre 
à  cette  parabole. 


i%.  Enveloppe  des  axes  des  paraboles  inscrites  dans  un  triangle  rec- 
tangle. 

L'enveloppe  est  une  courbe  de  troisième  classe  dont  l'équation 
tangentielle  est 

(lt2  +  v2)  10  H-  (m2  —  V^)[U'X  —  V?)   =   0, 

les  axes  de  coordonnées  étant  les  côtés  de  l'angle  droit  du  triangle, 
a,  p  désignant  les  longueurs  de  ces  côtés. 

13.  Enveloppe  des  tangentes  aux  sommets  des  paraboles  inscrites 
dans  un  triangle. 

Prenons  pour  axes  deux  côtés  du  triangle,  OA  =  a  et  08  =  1^. 
L'équation  générale  des  paraboles  tangentes  aux  trois  côtés  est 

2bvw  -f  2b'icu  +  2b"uv  =z  0, 

avec  la  condition 

boi  -h  &'p  —  b"  =  0. 

La  tangente  au  sommet  satisfait  à  l'équation  de  la  courbe,  et  en 
outre  elle  est  perpendiculaire  à  l'axe,  c'est-à-dire  à  la  droite  qui  a 

pour  coefficient  angulaire  -p'    On  aura  donc  la  condition 

b  {u  —  V  cos  6)  =r  b'{v  —  u  cos  6). 

En  éliminant  b,  b\  b"  entre  ces  trois  équations,  on  aura  l'équa- 
tion tangentielle  de  l'enveloppe  ;  on  trouve 

i^  (i<2  _|_  tj2  _  2uv  COS  6)  —  uv  [u  (a  cos  6  —  p)  -i-  r  (p  cos  6  —  a)]  =  0. 

On  trouve  la  même  courbe  que  dans  l'exercice  6  du  Chapitre  11. 
On  sait  en  effet  que  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  inscrites  dans  un 
triangle  est  le  cercle  circonscrit,  et  que  les  projections  du  foyer  sur 
les  tangentes  sont  sur  la  tangente  au  sommet. 
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14.  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  touchant  deux 
droites  données  en  deux  points  qui  sont  en  ligne  droite  avec  un  point 
fixe. 

15.  Lieu  des  centres  et  enveloppe  des  asymptotes  des  hyperboles 
inscrites  dans  un  trapèze. 

16.  Enveloppe  des  axes  et  des  asymptotes  des  hyperboles  équila- 
tères circonscrites  à  un  triangle. 

On  forme  l'équalion  ponctuelle  de  ces  courbes;  pour  avoir  la  pre- 
mière enveloppe,  on  écrit  que  la  droite  wa; -h  vt/ +  ic  =  0  coïn- 
cide avec  le  diamètre  conjugué  de  la  direction  perpendiculaire  ; 
pour  avoir  la  deuxième,  on  écrit  que  cette  droite  rencontre  les 
coniques  en  deux  points  à  l'infini. 

Ces  deux  enveloppes  sont  des  hypocycloïdes  à  trois  rebrousse- 
ments. 


CHAPITRE  YIII 

RÉDUCTION   DE   L'ÉQUATION   GÉNÉRALE 
DU   SECOND   DEGRÉ 


134.  Étant  donnée  l'équation  tangentielle  d'une  conique  rap- 
portée à  des  axes  quelconques  aOy  faisant  l'angle  6,  nous 
nous  proposons  de  trouver  l'équation  tangentielle  de  cette 
même  conique  rapportée  à  ses  axes  si  cette  conique  est  une 
ellipse  ou  une  hyperbole,  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  som- 
met si  la  conique  est  une  parabole. 

Premier  cas.     a"  ^fiO. 

La  conique  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole. 
Dans  ce  cas  la  conique  admet  deux  axes   dont  les  coordon- 
nées satisfont  aux  équations 

A       ^        /i 

U  —  U  COS  0         V  —  M  cos  6 

fL  =  0, 

Ces  coordonnées   sont  déterminées  à  un  facteur  constant 
près  ;    nous  pouvons  nous  donner  a  priori  une  relation  entre 
ces  quantités  ;  nous  les  assujettirons  à  la  condition 
if2_4_u2  —  2wu  cos  0  =  1. 
Nous  désignerons  par 

UiX  H-  Viy  -f-  ivi  =  0, 
UiX  -h  v^y  -h  iVi  =  0 
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les  équations  des  deux  axes  avec  les  relations 

w?  H-  t)?  —  2iiiVi  cos  0  =  1, 

(1) 

Ul  4-  V| 2W2Î^2  COS  0  =  1. 

Nous  prenons  ces  droites  pour  nouveaux  axes  de  coordon- 
nées, la  première  pour  axe  des  y'  et  la  deuxième  pour  axe 
des  x'. 

Nous  désignons  par  x,  xj  et  a?',  ij'  les  coordonnées  d'un 
même  point  par  rapport  aux  deux  systèmes  d'axes. 

Les  coordonnées  x'  et  ij'  d'un  point  sont  égales,  au  signe 
près,  aux  distances  de  ce  point  aux  deux  axes  de  la  conique. 
Nous  aurons  donc,  en  choisissant  convenablement  les  direc- 
tions positives  O'x'  et  O'y' , 

x' =:  [UiX-\-Viy -\-Wx)  &\n^^ 

y'  =  [u^x  -h  v^y  -h  w^)  sin  0, 

en  tenant  compte  des  relations  (d). 

Soit  alors 

u'x'  -h  v'y'  -\-iv'  =  0 

Féquation  d'une  droite  par  rapport  aux  axes  x'O'y'. 

Cette  même  droite  aura  pour  équation  par  rapport  au  pre- 
mier système, 

îv' 

u'iuix  +  ViV  -+-  Wi)  -h  v'iu^x  -H  vjj  H-  ?^2)  M-  —. — -  —  0 

OU 

w' 
xiuiii'  4-  Wou')  -h  y(viu'  -+-  v^v')  -h  w^u'  -\-  w^v'  -h  — — -  =  0  : 

Si  donc  u,  v,  w  désignent  les  coordonnées  de  cette  droite 
dans  le  premier  système  d'axes,  on  aura,  à  un  facteur  cons- 
tant près, 

U  =  UiU'  +  U2V\ 
V  -=  ViU'  -+-  V2V', 

w' 

10  =  WiU  -h  W2V  H : 

sm  0 
L'équation  de  la  conique  devient  alors 

f  I  UiU' -\- U2V' ,       V^u'-^-V^v'.       IViU'  -{-  IVoV'  -\-— -)    =:  0. 

\  sm  6/ 
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On  peut  l'écrire 
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w 


-h  -: — -  fUu\u'  H-  u^v' ,     Vxu'  4-  v^v'     IV lu'  -\-  iv^v') 
sin  6  '    '  ^ 


/■(o,  0 


IV 


sm 


=  0. 


On  peut  alors  développer  les   deux  premiers  termes  ;   il 
vient 

"u!  xid  w' v^  iv^  ^ 

Or,     wi,  fi,  ivi    et   W2,  î^2,  î^2     étant  les   coordonnées  des 
axes,  les  coefficients  de   u'v\    u'io'  et  v'iv'   sont  nuls. 
Déplus,  nous  avons  vu  (125)  que 

/•;  =z  2Si(wi  — î^iCosO), 
fl-^  =  2Si(yi  -  1^1  cos  0), 
A  -  0, 
Si  désignant  une  racine  de  l'équation 

F  (S)  =  A  — S(A4-A'  — 2B"cosO)4-a"S2  sin^  0  =  0. 

En  multipliant  les  trois  équations  précédentes  respective- 
ment par  Wj,  fi,  Wi,    et  ajoutant,  on  a 

WiA  +  "1 A  +  ^ A  =  2Si(^ï  -hvl  —  ^u,v,  cos  0) 
ou 

/(wi,  vi,  Wi)  =  Si. 
On  aurait  de  même 

f(U2,   1^2,    W2)  =    S2, 

et  l'équation  réduite  est 


Sm"  +  S,^'^  4- 


ïv"  =  0, 


sin^  0 

Si   et   Sa   désignant  les  deux  racines  de  l'équation  en  S  qu'on 
peut  aussi  écrire 

a  -S  6"  4- S  cos  0     b' 

6"  4- S  cos  0  a'  — S         ù      =0 


COORDONNEES.   —    Il 


10 
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On  en  déduit  immédiatement  Téquation  ponctuelle  de  la 

conique  : 

x"^       y'^       sin2  0 

135.  On  peut,  en  partant  de  cette  équation, 'retrouver  les 
conditions  pour  que  Téquation  donnée  représente  une  ellipse 
ou  une  hyperbole. 

Pour  que  Téquation  réduite  représente  une  ellipse,  il  faut 

que  Si  et  Sa  soient  de  même  signe,  c'est-à-dire  que  le  produit 

des  racines  de  l'équation  en  S  soit  positif. 

On  a  ainsi 

A  >  0. 

Pour  que  l'ellipse  soit  réelle,  il  faut  que  les  deux  racines 
soient  de  signe  contraire  à  a'.  Or  la  somme  des  racines  est 

(A  -f-  A^  —  ^^"  cos  0)  ^ 
a!'  sin^  0  ' 

on  devra  donc  avoir 

A  +  A'  — 2B"cos6<0. 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que  le  premier  membre  de  cette  iné- 
galité a  le  signe  des  deux  quantités  A  et  A'  ;  il  nous  suffit  de 
démontrer  que  l'on  a 

I  A  4-  A'  I  >  I  2B"  cos  0  I 
ou 

(A  +  A')'  — 4B"^cos^O>0 
ou  encore 

A2  +  2AA'(1  —  2  C0S2  6)  +  A'2  -t-  4(A A'  —  B"^)  cos^  0  >  0. 

Or  le  trinôme  A^  -h  2AA'  (1—2  cos^  6)  +  A'-  est  toujours 
positif,  ainsi  que  le  coefficient  de     cos^  0. 

On  en  conclut  que  l'ellipse  est  réelle  si  A  ou  A'  est  négatif, 
et  imaginaire  dans  le  cas  contraire. 

La  conique  sera  une  hyperbole  si  Si  et  S2  sont  de  signes 

contraires,  c'est  à-dire  si 

a"A<0. 

Tous  ces  résultats  sont  contenus  dans  le  tableau  qui  termine 
le  numéro  98. 
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136.  Les  carres  des  demi-longueurs  des  axes  sont — 

a' 

S2  sin2  0 


a" 
Si  p  désigne  la  demi-longueur  d'un  axe  et  S  la  racine  cor- 
respondante de  Téquation  en  S,  on  aura 

S  sin2  e 

a" 

d'où 

a!'f 


sin^  0 

On  aura  Téquation  aux  demi-longueurs  des  axes  en  rem- 
plaçant S  par  cette  valeur  dans  Téquation  en  S.  On  obtient 

a!'^^'  -h  a"( A  4-  A'  —  2B"  cos  0)p2  +  A  sin^  0  =  0. 

137.  Deuxième  cas.     a!'  =  0. 
La  conique  est  une  parabole . 

L'équation  en  S  admet  une  seule  racine, 


A-hA'  — 2B"cosô 
et  à  cette  racine  correspond  un  axe  que  nous  prendrons  pour 
axe  des  a?',  en  écrivant  son  équation  sous  la  forme 

u^x  H-  v^y  -h  W2  —  0, 
avec  la  condition 

u\-\-  v\  —  2w2f^2  COS  0  =  1. 

Pour  axe  des  xj  nous  prendrons  la  tangente  au  sommet,  et 
nous  écrirons  son  équation 

WiT  H-  Ui?/  -\-  tvi  =  0, 

avec  la  condition 

îij  H-  uf  —  Swi^i  cos  6  =  1. 

L'équation  de  la  conique  devient  alors  comme  précédem- 
ment 

u'îv'  .,  ^  v'iv'    „ 
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W2,  V2,  W2  étant  les  coordonnées  de  Taxe,  on  a 

et 

/•(..„  .„  W2)  =  ^2  =  A_^A._^2B"cose- 

Comme  Wi,  ui,  ith  sont  les  coordonnées  de  la  tangente  au 
sommet,  on  aura 

et 

n^fû^  -+-  v^fv^  +  wjl,^  =  0, 

puisque  le  point  de  contact  de  cette  tangente  est  situé  sur 
Taxe. 
L'équation  réduite  est  donc 

sm  0' 
ou 

sm  0 
Wi  et  vi  seront  déterminés  (i33)  par  les  équations 

Uj  _  Vi 

b'  -\-h  cos  0  ~  A  -H  //  cos  6 

et 

u\-^v\  —  2wiUi  cos  0  =  1. 

On  en  déduit  sans  peine 

\ 

b'Ui  -hbvi  =z  -^  — — -  sJb^-\-b'^-^tbb'  cos  G. 
sm  0 

Remarquons  aussi  que 

A  -1-  A'  —  2B"  cos  0  =  —  [b-^  4-  b'-^  +  266'  cos  0), 

puisque     a"  =  0  ;     par  suite 

S   ^ ^ 

'  62  +  6'2  +  266' cos  0 

L'équation  réduite  peut  donc  s'écrire 

3 
Au'2  sin2  0  zh  <îLu'w\b^  H-  b'^  -i-  266'  cos  O)^  =  0. 
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Si  p  désigne  le  paramètre,  réquation  s'écrit 

pv'^  d=  2mV  =  0, 

et  l'on  a 

I  A  I  sin^  0 
p  = -^^ 


[b^^y-i^^W  cosO)2 
!A|  désignant  la  valeur  absolue  de  A. 

138.  Applications  numériques.  —   1°  Soit  à  trouver  l'équation 
réduite  de  Thyperbole  équilatère  déjà  étudiée  au  numéro  99. 
Son  équation,  rapportée  à  des  axes  rectangulaires,  est 

u^  -h  10^  4-  2 VIO  —  2uv  =  0. 
On  a 

a"  =z  i,  ^—  _2,  A  =  —],  A' =  1  ; 

l'équation  en  S  est  donc 

—  2  +  S2=r  0; 

par  conséquent  l'équation  réduite  est 
Son  équation  ponctuelle  est 

a;'2  _  ^'2  _|_  ^  _   0  . 

2°  Considérons  maintenant  la  parabole  qui  a  pour  équation 


Calculons  son  paramètre,  en  supposant  droit  l'angle  des  axes, 
par  conséquent 


4  4 


18 


139.  Dans  les  problèmes  où  figurent  des  coniques  de  gran- 
deur constante,  il  faut  se  servir  de  Téquation  aux  longueurs 
des  axes  ou  de  l'expression  du  paramètre. 

Si  l'on  veut  écrire  par  exemple  qu'une  ellipse  a  pour  demi- 
longueurs  d'axes  a  et  p,  on  écrira  que  l'équation  en  p^ 

aV  +  «"(A  + A'  — 2B"  cos  e)p2  +  A  sin^  0  =  0 

a  pour  racines  a^  et  p^  c'est-à-dire  que 
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A+A'  — 2B"cosO 
2  02  ^  sin^  0 


140.  Problème.  —  Une  ellipse  de  grandeur  constante  tourne  autour 
de  son  centre  ;  trouver  le  lieu  du  yole  d'une  droite  fixe  et  l'enve- 
loppe de  la  polaire  d'un  point  fixe. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  passant  par  le  centre  de 
l'ellipse,  l'axe  des  y  étant  parallèle  à  la  droite  fixe. 

Soit 

X — p  =z  0 

l'équation   de  la   droite  fixe  ;  appelons   a    et    p  les  demi-axes  de 
l'ellipse. 
L'équation  de  cette  courbe  sera 

f{u,  V,  w)  nr  au^  -+-  a'v^  -\-  2b"uv  -\-w~=zO; 
on  peut  en  efTet  supposer  qu'on  a  préalablement  divisé  le  premier 
membre  de  l'équation  par  a"  ;  de  plus  le  centre  étant  à  l'origine, 
les  coordonnées  de  ce  point  sont  nulles. 

Écrivons  que  les  demi-longueurs  des  axes  sont  égales  à  a  et  P  ;  on 
a  (139) 

a^  +  pa^  -(a  +  a'),     ) 

(2) 
a2p2  _  aa'  —  b"K         ^  ' 

Les  coordonnées  du  pôle  d'une  droite   (t<,  y,  lo)   sont 
fû  au  -\-  b"v 

~  fw  ~  W' 

fv        h"u  -\-a'v 
y  =hn  — ; 

fw  w 

nous  aurons  les  coordonnées  du  pôle  de  la  droite  fixe  donnée,    en 

faisant  dans  ces  formules 

I*  =  i,  V  =  0,  10= — p. 

On  obtient 

«  ^" 

—  ■p^'—p 

En  éliminant  «,  a'  et  h"  entre  les  équations  (2)  et  (3),  on  aura 
l'équation  du  lieu. 

On  obtient  sans  difficulté 

p2(a;2  4_  2^2  j  _pa;(a2  +  p2)  _p  a2p2  —  0, 

équation  d'un  cercle  qui  a  son  centre  sur  Oa?. 
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Cherchons  maintenant  l'enveloppe  des  polaires  d'un  point  par 
rapport  à  la  même  ellipse. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  passant  par  le  centre  de  l'el- 
lipse, l'axe  des  x  contenant  le  point  fixe,  dont  nous  désignerons 
l'abscisse  par  t/. 

Si  M,  V,  w  sont  les  coordonnées  de  la  polaire  de  ce  point,  on  aura 

au  -+-  b"v 1 

^  '  (4) 

b''u-ha'v  =  0.     ] 

En   éliminant   a,  a  et  b"    entre  les  équations  (2)  et  (4),  on  aura 
l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  cherchée. 
On  trouve 

a2p(M2  4-  v2)  ^-  d^w^  -+-  d{o(.^  +  p)uw  =  0. 

On  voit  que  l'enveloppe  est  une  hyperbole  (a"A  <  0)  symétrique 
par  rapport  à  Oo;,  puisque  l'équation  ne  change  pas  quand  on 
change  v   en  —  v. 

Le  centre  a  pour  abscisse    — ~ —  ;    on  a  aisément  les  sommets 

en  cherchant  les  tangentes  parallèles  à  O'i/  c'est-à-dire  en  écrivant 
que    a?  —  >^  =:  0    est  tangente  ;   on  trouve  ainsi  que  les  sommets 

ont  pour  abscisses    —  et  jf    ce  qu'on  pouvait  voir  a  priori. 

Enfin,  on  peut  remarquer  que  les  tangentes  issues  de  l'origine 
satisfont  à  l'équation 

m2  +  v2  =  0  ; 

elles   ont  pour   coefficients    angulaires    zti  :   l'origine    est    donc 
foyer. 


141.    Deuxième  méthode   de  réduction.    —    Invariants.    — 

Nous  allons  démontrer  qu'étant  donnée  Téquation  d'une  co- 
nique 

/"(m,  u,  w)  =  0, 

il  existe  certaines  fonctions  des  coefficients  et  de  Tangle  des 
axes  qui  conservent  la  môme  valeur  quand  on  fait  une  trans- 
formation de  coordonnées  quelconque  ;  ces  fonctions  s'ap- 
pellent des  invariants. 

Dans  les  formules  de  transformation  (4)  établies  au  nu- 
méro 34,  nous  avons  introduit  un  facteur  X  arbitraire  ;  il  est 
clair  que  les  invariants  dépendent  de   ce  nombre  ;   nous  le 
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choisirons   de   manière  que  les   racines  de   l'équation  en  S 
soient  des  invariants. 
Il  importe  pour  cela  que  Ton  ait 

w^  +  î;2  _  <^uv  cos  0  =  m'2  4-  v'^  —  2u'v'  cos  0', 

u,  V,  IV  et  m',  v' ,  iv'  désignant  les  coordonnées  d'une  môme 
droite  dans  les  deux  systèmes,  0  et  0'  les  angles  xOy  et 
x'O'y'. 

Égalons  les  distances  du  point  0'  à  cette  même  droite, 
calculées  par  rapport  aux  deux  systèmes  d'axes;  on  aura,  au 
signe  près, 

w'  sin  0'  _   (up  -{-vq-\-  lo)  sin  6 

sjid^  4-  y'^  —  ±u'v'  cos  0'        sju^  H-  ^2  —  2mu  cos  0 
ou 

t/2  _^  ^12  —  2w'tj'  cos  6'         M^  -I-  z;2  —  âwy  cos  0 


w'^  sin^  0'  {up  -i  vq  -{-  wf  sin^  0 

Pour  que  les  numérateurs  soient   égaux,  il  faut  que  les 
dénominateurs  le  soient,  c'est-à-dire  que 

w'^  sin^  G'  =  {up  +  vq-i-îvY  sin^  0. 

Mais  nous  avons  la  formule 

Iw'  =  yp  -i-vq  -\-w. 

On  doit  donc  avoir 

X  =  ±?!^; 
sm  0 

on  peut  prendre  le  signe    H-,     et  les  formules  de  transforma- 
tion deviennent,  en  remarquant  que     ^  —  x  —  0'  : 


u'  sin  3  —  v'  sin  a 

sinO     .       ■ 

—  M'sin(0  — p)  +  «'  sin(0  — 

a) 

sm  0 


—  r>sm  3  +  çsm  0— 8)   ,     «suia— âfsm(0 -a)         sm  0'  , 

IV  =  — ^—^ ^ —  u'-{-- f-— ^ •  v'  4- - — -w' . 

sm  0  sm  0  sm  0 
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Le  module  de  la  substitution  est  alors 
sin  p  sin  a 


153 


{j.  = 


sin  6' 
sin  0 


sin  0  sin  0 

sin(0— p)     sin(0  — a) 


sin^' 
sin^  0 


sin  0  sin  fi 

Cela  posé,  remplaçons  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion de  la  conique  f{u,  v^  w),  u,  u,  w  par  les  valeurs  ci- 
dessus  ;  /"(m,  v,  ?/;;  devient  une  nouvelle  forme  quadratique 

Si  A,  désigne  son  discriminant,  on  sait  que 
OU  en  remplaçant  [i  par  sa  valeur, 

Aj  A 


sin^  0 
On  voit  ainsi  que  Texpression 


sin*  0 

A 


sm*  0 


est  un  invariant  tel 


que  nous  Tavons  défini. 

Démontrons  maintenant  que  les  racines  de  Féquation  en  S 
sont  des  invariants. 

En  tenant  compte  des  formules  de  transformation,  on  a 

f{u,  V,  iv)  ^  f,{u',  v',  w'). 


U^  +  î;2  —  2mv  COS  ^  =  u' 

Donc,  on  a,  quel  que  soit  S, 


"-lu'v'  cos  6'. 


/"(m,  u,  lo)  —  S(w^ 


2wu  cos  0)  =  fi{u',  v',  w') 


—  S(w'2  -H  v'^  —  2mV  cos  6'), 

ce  qui  revient  à  dire  que  le  second  membre  se  déduit  du 
premier  par  la  transformation  indiquée  plus  haut. 

Si  Ton  désigne  par  F(S)  et  Fi(S)  les  discriminants  des 
formes  quadratiques  qui  figurent  dans  les  deux  membres, 
on  aura,  quel  que  soit  S, 

F,(S)^tx2F(S). 

Or  F(S)  et  Fi(S)  sont  les  premiers  membres  des  équations 
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en  s  relatives  aux  deux  équations 

/■(w,  V,  w)  =  0, 

f,{u',v\w')  =  ^- 

il  en  résulte  que  les  équations  en  S  ont  mêmes  racines. 
L'identité  précédente  peut  d'ailleurs  s'écrire 

Al  —  (Al  +  Ai  —  2BI  cos  0')S  -h  «iS^  sin^  0' 

sinM' __„         .._        .._.    . 


sin* 

qL"       i- 

— r  iv  —  ^jj 

1       L 

/US    VJ 

jo-i 

-  u  c 

On 

en  déduit 

Al 

A 

sin*  0' 

""  sin*  0  ' 

Al  4- A 

/  

2B';  cos  0' 

A  +  A' 

2B" 

cos 

0  ! 

sin^ 

^  6' 

sin*  0 

< 

a" 

sin^  6' 

sin^  6 

On  voit  ainsi 

que 

les  fonctions 

A 

A  +  A' 

—  2B"  cos 

0 

a" 

(S) 


sin*  0  sin^  0  sin^  0 

sont  des  invariants. 

Nous  démontrerons  plus  loin  qu'il  n'en  existe  pas  d'autres, 
c'est-à-dire  que  tout  invariant  est  une  fonction  de  ces  trois 
quantités . 

142.  On  peut  déduire  très  simplement  de  ces  considérations 
l'équation  tangentielle  réduite  d'une  conique. 

Premier  cas.     a" ^Q. 

La  conique  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole. 

L'équation  de  la  conique   rapportée  à  ses  axes  aura  (123) 

la  forme 

fliw'^  -4-  a\v'^  -h  a![u)'^  =  0, 


l'angle  0'  des  nouveaux  axes  de  coordonnées  étant 


t: 
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En  appliquant  les  formules  (5),  on  a 


Qxa'a!'.  =  — -TT' 
^  *        sm*9 

A  +  A'  — 2B"cosO 
*   '         *  sin*  0 
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((>) 


on  déduit  de  là 


«i  +  «i  = 


axa\ 


sin2  G  ' 

A  + A'— 2B"  cosO 
a!'  sin^  0 

A 


a!'  sin^  6 

On  voit  ainsi  que  «i  et  a\  sont  racines  de  l'équation 
a"S2  sin^  e  -  (A  +  A'  —  26"  cos  6)8  +  A  ==  0, 
c'est-à-dire  de  Téquation  en  S,  et  que 


sin^  0 


L'équation  réduite  sera  donc 


sin^  0 


?^'^  =  0. 


143.  Nous  pouvons  maintenant  établir  que  tout  invariant 

est  une  fonction  des  trois    invariants  trouvés  plus  haut,    à 

savoir, 

A  A-4-A'  — 2B"  cos  0  a" 


sm* 


sin^  0 


in'2  6 


sm 


En  effet,   s'il  existait  un  quatrième  invariant  H,  on  aurait 

la  relation 

H=H„  (7) 

Hi  désignant  cet  invariant  formé  avec  les  coefficients  de  la 
forme  réduite. 

En  éliminant    a,,  a\^  a'I  entre    les  équations    (6)  et  (7),  on 
aurait  une  relation  entre  les  coefficients  a,  a',  a",  à,  b',  b",  ce 
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qui   est    manifestement  impossible,  puique  ces    coefficients 
peuvent  être  choisis  arbitrairement. 

Il  faut  donc  que  la  relation  (7)  soit  conséquence  des  rela- 
tions (6),  c'est-à-dire  que  H  soit  fonction  des  trois  premiers 
invariants. 

144.  On  peut  même  par  ce  procédé  trouver  l'équation  de  la 
conique  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués  faisant  l'an- 
gle 6'. 

Cette  équation  a  toujours  la  forme  simple 


et  l'on  a 


aia'itt'l 


sin*  0'       sin*  8 

<(«!  -h  a'i)  _  A  -f-  A^  —  W  cos  6 
sin*  6'      "~  sin*  6 


sin^  0'       sin^  0 
On  en  déduit 

ûiH-rti  _  AH-A'  — 2B"  cos  6 
sin^  0'  ~  a"  sin^  6  ' 

a^a'^    _        A 
sin^  0'  ~  a"  sin^  e' 

L'équation  sera  donc 

,.      a"  sin^  6'     ,, 

iv''-  =  0, 


sin2  0 
(Ji  et  as  étant  les  racines  de  l'équation 
aV  sin^  0  _  ^A  +  A'  —  2B"  cos  0)a  sin^  6' 
On  pourrait  déduire  de  là  les  théorèmes  d'Apollonius. 

145.  Deuxième  cas.     a"  =  0. 
La  conique  est  une  parabole. 

On  peut  avoir  a  priori  la  forme  de  l'équation  de  la  para- 
bole rapportée  à  un  diamètre  et  à  la  tangente  à  l'extrémité. 
La  courbe  passant  par  l'origine  et  ayant  pour  tangente  0'y\ 
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rensemble  des  termes  du  deuxième  degré  en  u'  et  v'  se  réduit 
à  a[v'^  ;  de  plus  la  direction  O'x'  étant  la  direction  asympto- 
tique,  on  a     ^1=0,     de  telle  sorte  que  Téquation  est 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  la  parabole  est  rapportée  à 
son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet. 

Écrivons  les  formules  (5),  qui  sont  au  nombre  de  deux, 
puisque     a"  =:  al  =0  : 


b[^  = 


sin^  0 
A  4-  A'  —  2B"  cos  0 


sin*  e 
on  en  tire 

,_  A _  —A 

^''  ""  A  -h  A'  —  2B"  cos  0  ~  b^^b'^-^^bb'  q.q^  6  ' 

_^  y/— (A+A^  — 2B^^cos  e)  _  _^  v//^2  _^  ^/2  _^  266^  cos  e 
~  ~  sin2  G  sin^  0  ' 

L'équation  réduite  est  alors 

A^"  ,    ^slb^^b'^-^tbb'  cos  0    ,   , 

"r"  . 11  tir    —   n 

b^  +  b'^  +  '±bb'  cos  0  ~  sin^  6  w  «^  -  u 

ou 

Ai;'2  sin2  6  ,   , 
±  ^u'to'  -  0. 

(Ô2  _|_  //2  4_  <^bb'  cos  0)2 

Le  paramètre  p  a  donc  pour  expression 

I  A  I  sin2  0 

P  = r 

(è2-i-//2  +  2ôô'cos  6)2 

On  pourrait  aussi,  d'une  façon  analogue,  obtenir  l'équation 
de  la  parabole  rapportée  à  un  diamètre  quelconque  et  à  la 
tangente  à  l'extrémité  de  ce  diamètre,  en  se  donnant  l'angle 
0'  de  ces  deux  droites. 


146.  Exercice.  —  Trouver  l'équation  d'une  hyperbole  rapportée  à 
ses  asymptotes. 
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Soit 

/■(w,  V,  w)  =  au^  +  a'v^  +  a"w-  -\-  2bvio  +  2b'iou  -h  2b"uv  =z  0 

l'équalion  d'une  hyperbole  rapportée  à  deux  axes  faisant  l'angle  0. 

Nous  nous  proposons  de  trouver  l'équation  de  celle  courbe  rap- 
portée à  ses  asymptotes. 

Le  centre  étant  à  l'origine,  on  aura 

b\  =  bi  =  0. 

De  plus  les  tangentes  issues  de  l'origine  étant  les  deux  axes,  les 
termes  du  second  degré  en  u'  et  v'  se  réduiront  à  2b'[u'v\  de  telle 
sorte  que  l'équation  de  la  courbe  sera 

2blu'v'  +  a'^w'-^  ==  0. 

Les  relations  entre  invariants  peuvent  alors  s'écrire,  en  désignant 
par  6'  l'angle  des  asymptotes, 

—  a'ib\^  _      A 
sin^  6'   ~*  sin*  6 

2a'[b'l  cos  6'  _  A  H-  A'  —  2B"  cos  6 
sin*  6'       ~  sin*  ô 

a'i  a" 


sm=^  0         sm''  8 

De  ces  formules  on  peut  tirer  a'I,  b'[  et  6'. 

En  divisant  les  deux  premières  successivement  par  la  dernière, 

on  a 

—  &f  _         A 
sin2  6'  —  a"  sin^  6  ' 

2b'{  cos  6'  _  A  +  A'  —  2B"  cos  6 
sin^  6'     ~  a"  sin=^  6 

et,  en  éliminant  bl ,  il  vient 

^ë   "^  —       (A  +  A'  —  2B"  cos  6)=^  ' 
on  en  déduit  aisément  a'[  et  b'[. 


EXERCICES    ET    NOTES 


1 .  On  peut  obtenir  les  longueurs  des  axes  d'une  conique  repré- 
sentée par  son  équation  tangentielle,  en  revenant  à  l'équation  ponc- 
tuelle, et  en  transformant  les  résultats  connus. 
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Soit 

/*(«<•,  V,  ic)  =z  au-  +  a'v^  -+•  a'io^  -+-  2bvw  -+-  2b'wu  4-  'lb"uv  =  0 
l'équation  d'une  conique  à  centre. 
Ti'équation  ponctuelle  de  cette  conique  est 

cp(a?,  ?/,  z)  =  Ax-^  -+-  Ay  -+-  M'z^  -h  2B?/j  +  2B'jjc  +  'iWxy  =  0, 

et  l'on  sait  que  les  demi-longueurs  des  axes  sont  racines  de  l'équa- 
tion 

d^pi  +  EDdp^  +  D2  sin2  0  —  0, 

où  l'on  désigne  par  D  le  discriminant  de  la  fonction    o[x,  y,  z)     et 
où  l'on  pose 

d  =  A'A"  —  B2,  E  =  A  +  A'  -  2B"  cos  G. 

Or  on  a  D  =:  A^,  d  =  a"A  ; 

en  remplaçant,  on  obtient  l'équation  trouvée  au  numéro  136, 
a"3p4  _|_  E^''p2  4_  ^  sin2  0  =  0. 
On  peut  faire  un  calcul  analogue  pour  la  parabole. 

2.  Lieu  du  centre  d'une  ellipse  de  grandeur  constante  tangente  à 
une  droite  donnée  en  un  point  dorme. 

Prenons  le  point  pour  origine  et  la  droite  pour  axe  des  x  ;  l'équa- 
tion de  la  courbe  sera 

Xu'  H-  2xuw  -+-  2gvio  -\-w^  =i  0  ; 

écrivons  que  ses  axes  sont  égaux  à  a  et  &  ;  on  a 

a^-\-b^  =  X' -hy^ —  1,  a-b^^z—ly^; 

éliminant  x  entre  ces  deux  équations,  on  a  l'équation  du  lieu. 

3.  Enveloppe  de  l'axe  d' une  parabole  de  paramètre  donné  tangente 
à  deux  droites  rectangulaires. 

4.  Lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  un  triangle  et  dont 
la  somme  des  carrés  des  axes  est  constante  (Steiner). 

Le  lieu  est  un  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  de  concours  des 
hauteurs  du  triangle,  et  qui  se  réduit  au  cercle  conjugué  si  la  somme 
donnée  est  nulle,  c'est-à-dire  si  les  coniques  sont  des  hyperboles 
équilatères.  (Voir  ex.  2,  p.  138). 

5.  Parmi  toutes  les  coniques  inscrites  dans  un  rectangle  donné,  il 
y  en  a  deux  qui  passent  par  un  point  donné  A. 
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Etudier  la  nature  de  ces  coniques  et  trouver  le  lieu  du  point  A 
pour  lequel  les  deux  ellipses  qui  y  passent  ont  la  même  aire  ou 
des  aires  qui  sont  dans  un  rapport  donné. 

6.  Trouver  V équation  tangentielle  d'une  ellipse  donnée  rapportée  à 
deux  tangentes  aux  extrémités  des  diamètres  conjugués  égaux. 

7 .  On  considère  des  hyperboles  asymptotes  à  une  droite,  tangentes 
à  une  autre  droite  et  telles  que  le  rectangle  construit  sur  les  axes  ait 
une  aire  constante.  Trouver  Venveloppe  de  la  deuxième  asymptote  et 
l'enveloppe  des  axes. 

Prenons  l'asymptote  pour  axe  des  x,  la  tangente  pour  axe  des  y  ; 
l'équation  tangentielle  des  hyperboles  est 

"^.b'uw  -h  2b''uv  -\-w^  =  0  . 

Soit  4^2  l'aire  du  rectangle  construit  sur  les  axes  ;  on  a 

h'^  =:  è"2  sin2  6, 

ce  qui  montre  que  b"  est  constant  et  a  deux  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires.  Le  seul  paramètre  variable  est  b'. 
Les  asymptotes  satisfont  aux  équations 

2b' uw  -h  2b" (aV  +  10^  z=.  0, 

b'u  4-  10  =  0  ; 
en  éliminant  b'  on  a 

2b"uv  —  w2  =  0, 

qui  représente  une  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes. 
Les  axes  sont  déterminés  par  les  équations 

b'v:-hb"v    _  b"u 

U  —  V  COS  6  V  —  M  COS  0 

b'u-{-io  =  0  ; 

en  éliminant  b',  on  a  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  des  axes, 
qui  représente  une  courbe  de  troisième  classe. 

8.  Une  ellipse  de  grandeur  donnée  tourne  autour  de  son  centime. 
Dans  chacune  de  ses  positions,  07i  lui  mène  des  tangentes  aux  points 
oîi  elle  est  coupée  par  deux  droites  perpendiculaires  fixes,  menées  par 
ce  centre.  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  tangentes. 

Trouver  aussi  Venveloppe  des  cordes  de  contact  ainsi  détei^minées 
dans  l'ellipse. 

9.  L'équation  d'une  ellipse  ayant  pour  centre  le  point  [x,  y),  pour 
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{ 

axes  des  droites  de  coefficients  angulaires  m  et ?  et  pour  lon- 
gueurs d'axes   2a  et  2|3,   est 

\  J    +  ^ T-^ (ux  -hvy-{-  w)^  =  0. 

1  -h  m-2  1  +  m2  ^         -r-     i/  ^       y 

10.  Une  ellipse  a  son  centre  sur  une  hyperbole  donnée  et  touche 
les  asymptotes  de  cette  hyperbole  ;  démontrer  que  la  corde  des  con- 
tacts^ correspondant  au  maximum  de  Vaire  de  l'ellipse,  est  tangente 
à  une  hyperbole  semblable  à  l'hyperbole  donnée. 


COORDONNEES. 


CHAPITRE    IX 
FOYERS  ET  DIRECTRICES 


iàl.  On  appelle  foyer  d'une  conique  un  point  tel  que 
les  tangentes  issues  de  ce  point  a  la  conique  soient  paral- 
lèles aux  droites  isotropes,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
passent  par  les  points  cycliques  du  plan. 

Si  la  conique  n'est  pas  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  si 
c'est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  on  pourra  par  chacun  des 
points  cycliques  mener  deux  tangentes  à  cette  conique;  ces 
quatre  tangentes  se  couperont  en  quatre  points  qui  seront  des 
foyers.  Les  deux  points  cycliques  étant  imaginaires  conju- 
gués, les  tangentes  issues  de  l'un  de  ces  points  sont  imagi- 
naires conjuguées  respectivement  des  tangentes  issues  de 
l'autre  ;  les  deux  tangentes  imaginaires  conjuguées  se  coupe- 
ront en  un  point  réel. 

Il  en  résulte  qu'une  conique  à  centre  admet  deux  foyers 
réels  et  deux  foyers  imaginaires  conjugués. 

Si  la  conique  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  si  c'est  une 
parabole,  par  chaque  point  cyclique  on  ne  peut  mener  qu'une 
tangente,  ces  deux  tangentes  déterminent  un  seul  foyer. 

Donc  la  parabole  admet  un  seul  foyer  réel. 

Nous  allons  maintenant  déterminer  les  coordonnées  de  ces 
points. 

Soit 
f{u,v,  w)  =  au^  -^  a'v^  h-  aV  -+-  '^bvw  +  Wwu  -^  Wuv  =  0 

l'équation  tangentielle  de  la  conique. 
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Cherchons  Téquation  aux  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes issues  d'un  point  {x,  ij)  h  cette  conique.  Nous  écrirons 
pour  cela  que  la  droite 

Y  —  y=m{X  —  x) 
est  tangente  ;  on  a 

/"(m,  —  1,  y  —  mx)  =  0 
ou 

am^-ha'-{-a"{y — mx)^ — ^b{y  —  mx)-^^b'm{y  —  mx)  —  ^b"m  —  0 

et,  en  ordonnant  par  rapport  à  m, 
m%a"x^—^b'x-ha)—^m{a"xy—bx—b'y-^b")^a'Y—2by-^a'  =  0. 

Le  point  {x,  y)  sera  foyer  si  cette  équation  a  mêmes  racines 

que  l'équation 

m2  -t-  2m  cos  0  +  1  =  0, 

c'est-à-dire  si  l'on  a 

a"xy  —  bx — b'y-\-b"         ,,  ^      ^,  ,    ,,, 

—  cos  0  ./  ^  \  / 

Ces  équations  déterminent  les  coordonnées  des  foyers. 

Pour  discuter  aisément,  supposons  les  axes  de  coordonnées 
rectangulaires;  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes issues  du  point  {x,  y)  doit  avoir  mêmes  racines  que 

l'équation 

m^  H-  1  =  0  ; 

on  obtient  alors  les  conditions 

a\x^  —  y^)  —  V)'x ^Iby-^a  —  a'  =  0,    ) 

a"xy  —  bx  —  b'y  -\-  b"  =  0.  )  ^^^ 

148.  Premier  cas.     a"  z^  0. 

La  conique  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole. 

Les  équations  (2)  représentent  deux  hyperboles  équilatères 

ayant  toutes   deux  pour    centre   le    point    de    coordonnées 

b'         b       , 

-^  et  —  1  c  est-à-dire  le  centre  de  la  conique  donnée. 

Les  asymptotes  de  l'une  sont  bissectrices  des  asymptotes 
de  l'autre  ;  elles  se  coupent  donc  seulement  en  deux  points 
réels,  symétriques  par  rapport  au  centre. 

Ces  hyperboles  sont  appelées  hyperboles  focales. 


164   COORDONNÉES  TANGENTIELLES. GÉOMÉTRIE  PLANE 

On  peut  calculer  les  coordonnées  des  foyers  ;  en  effet,  les 
équations  des  hyperboles  focales  peuvent  s'écrire 

A  — A' 


Nous  voyons  que  ces  deux  courbes  ne  peuvent  se  réduire 
en  même  temps  à  un  système  de  deux  droites,  car  pour  qu'il 
en  soit  ainsi,  il  faudrait  que 

A-A'  =  0,  B"  =  0; 

la  conique  donnée  serait  alors  un  cercle  ;  ce  cercle  passe  par 
les  points  cycliques,  et  les  tangentes  en  ces  points  se  coupent 
au  centre,  qui  peut  être  considéré  comme  un  foyer  singulier. 
Pour  résoudre  les  deux  équations  ci-dessus,  posons 

a:  — 4,  =  X,  y  —  -  =  Y\       . 

a"  '  ^      a" 

les  équations  deviennent 

X  -Y    -—^^^ 


a  ^ 


On  en  déduit 

et  par  suite 

X 


x^+Y^=ME^±ï!: 


2  _  A  — A^H-s/(A  — A^)^  +  4B"^ 


y,  ^  -  (A  -A^)-f-  v/(A  -  Mf  +  AW^ 


OU,  en  extrayant  la  racine. 


-i-V 


A  — A^-hv/(A  — A7h-4B^' 
2a"2 


b         ,        /A'— A-i-v/(A  — A'^2-t-  4B" 


\/  2a"^ 
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Le  produit  XY  devant  avoir  le  signe  de  B",  on  prendra  les 
mêmes  signes  devant  les  radicaux  si  B"  est  positif,  et  des 
signes  contraires  si  B"  est  négatif;  on  aura  ainsi  les  coor- 
données des  deux  foyers  réels. 

Les  équations 

^        ..        A  — A' 

X2  _  Y2   =   , 

sont  les  équations  des  hyperboles  focales  rapportées  à  leur 
centre. 

En  les  divisant  membre  à  membre,  on  obtient 

B"(X2  —  Y2)  —  (A  -  A')  XY  =  0, 

qui   est  l'équation    de  l'ensemble    des    axes   de   la  conique 
donnée.  On  en  conclut  que  les  foyers  sont  sur  les  axes. 

149.  Supposons  que  la  conique  soit  une  ellipse  rapportée  à  ses 
axes  ;  son  équation  sera 

f{u,  V,  w)  =1  a^u^-\-b^v^ — w^  =z  0. 

L'équation  aux  coeflicients  angulaires  des  tangentes  issues  du 
point  {x,  y)  est 

a-ûi^  -\-b^  —  {y  —  mxf  =  0 
ou 


m^à^  —  x^)  +  27nxy  +  b^ 
Le  point  [x,  y)  sera  foyer  si  l'on  a 

x^  —  y^~  —  [a^—b^) 

-y^  =  0 
=  0, 

xy  =  0. 
On  obtient  ainsi  les  deux  foyers  réels 

X  =  ihs/a^  —  b', 

y  =  0, 

et  les  deux  foyers  imaginaires 

y  =  ±  s/b'  —  a', 

X  =  0. 

150.  Deuxième  cas.    a!^  =0. 
La  conique  est  une  parabole. 

Les  équations  (2)  qui  déterminent  les  foyers  deviennent 
—  'ib'x-^Uy-^a  —  a'  =  0, 


-.bx  —  b'rj-+-b"=--  0;    '  '^^ 
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elles  sont  du  premier  degré  ;  la  parabole  n'a  donc  qu'un 
foyer,  comme  nous  l'avons  déjà  vu. 

Le  déterminant  du  système  est  2(6'2  h-  b^)  ;  il  n'est  jamais 
nul,  car  b  et  b'  ne  sont  pas  nuls  en  même  temps. 
En  résolvant,  on  a 

_  (a  —  a')b'-\-^bb" 
^~       2{h'-i-b")       ' 

_        (a  —  a')b—Wh" 

^~  2(6-  -h  b")        ' 

ce  sont  les  coordonnées  du  foyer. 

151.  Les  équations  (3)  représentent  deux  droites  rectangu- 
laires passant  par  le  foyer. L'une  d'elles  a  pour  coefficient  angu- 

b 
laire    —  -  ?     et  nous  savons  que   l'axe  a    pour   coefficient 

angulaire    —  ;    il  en  résulte  que  les  deux  droites  représentées 

par  les  équations  (3)  font  avec  les  axes  de  coordonnées  les 
mêmes  angles  en  sens  inverse  que  l'axe  de  la  courbe  et  la  tan- 
gente au  sommet. 

152.  On  pourrait  déduire  de  là  l'équation  de  l'axe_,  en  prenant 
une  droite  quelconque  passant  par  Tintersection  des  droites  (3) 

—  2b' X  -t-  2by  -\-  a  —  a'  -\-\  {—  hx  —  b'ij  -^  b")  =  0, 

et  en  déterminant  >^  en  sorte  que  cette  droite  ait  pour  coefficient 

angulaire    —,• 

On  trouve  ainsi 

et  l'équation  de  l'axe  devient 

b"(^l^'2  _  b^)  _  W{a  —  «')  ^  C? 

bx-by-^^ prp&^i ^ 

comme  on  l'a  déjà  trouvé  au  numéro  130. 

153.  Si  la  courbe  est  rapportée  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  som- 
met, son  équation  est 

pv-  —  2i(io  =  0  ; 


I 
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on  trouvera  sans  peine  que  les  coordonnées  du  foyer  sont 
x  =  ^,  y  =  0. 

154.  Les  équations  qui  déterminent  les  foyers  d'une  conique 
renferment  linéairement  les  coefficients  de  l'équation  tangen- 
tielle  de  cette  conique.  Par  conséquent,  dans  la  recherche  de 
lieux  géométriques  de  foyers,  il  y  aura  souvent  avantage  à 
définir  la  conique  variable  par  son  équation  tangentielle,  sur- 
tout quand  les  conditions  imposées  à  cette  conique  s'exprime- 
ront simplement  à  l'aide  des  coefficients  de  cette  équation  ; 
par  exemple,  si  la  conique  est  assujettie  à  être  tangente  à  des 
droites,  les  points  de  contact  étant  fixes  ou  variables;  à  avoir 
son  centre  en  un  point  donné;  etc. 

155.  Applications.  —  1**  Lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes 
aux  quatre  côtés  d'un  parallélogramme. 

Nous  prendrons  pour  axes  les  droites  passant  par  le  centre  du 
parallélogramme  et  parallèles  aux  côtés  ;  les  équations  de  ces  côtés 
seront 

x  —  a=0,  X  -{-  a  ■—  0,    .         y  —  ^  =  0,  y-^^  =  0. 

Écrivons  que  ces  droites  sont  tangentes  à  la  conique 

f{u,  V,  w)  =z  au^  -f-  a'v"^  -h  a"w^  -\-  2bvw  -+-  2h'wu  -\-  2b"uv  =r  0  ; 

il  vient 

a  H-  «"a2  —  2b'!x  =  0  , 

a  H-  a"a2  +  2b' oi  =  0  , 

a'-ha"<^^  —  2b?  —  o, 

a'4-a"p2^_2&^  z=  0. 
On  en  déduit 

b'  =  b  =  0, 

ce  qui  montre  que  ces  coniques  ont  pour  centre  l'origine,  et 

a  -f-  a"a2  =  0, 
a'  -f-  a"^2  —  0. 

Remplaçons  dans  l'équation  a  et  a'  par  leurs  valeurs  —  a"oL^  et 
—  a"p2.  il  vient 

_  «"[«2^2  +  (32^2  _  ^^2j  _^  2b"uv  =  0; 

b" 
en  posant „  =  À,  on  a  l'équation  générale  des  coniques  consi- 
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dérées, 

a%2  _|_  J32y2  _  -Mj2  _,_  2\uv  =.  0. 

Pour  avoir  les  foyers  de  cette  conique,  on  peut,  soit  écrire  les 
équations  (1}  du  numéro  147,  soit  former  directement  l'équation 
aux  coefficients  angulaires  des  tangentes  issues  du  point  [x,  y),  et 
écrire  que  ces  tangentes  sont  parallèles  aux  droites  isotropes. 
On  trouve  ainsi  que  les  deux  équations 

a-m'^  4-  [52  _  (^y  _  ^^7)2  —  2lm  =  0, 
m2  +  2m  cos  G  -h  1  =  0 
doivent  avoir  mêmes  racines,  ce  qui  donne 

cos  0 
En  éliminant  X  entre  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  du 
lieu.  Cette  élimination  est  toute  faite:  on  a 
x^  —  y^  ■=z  n?  —  Pj 
qui  représente    Thyperbole   équilatère    circonscrite   au   parallélo- 
gramme. 

2°  Lieu  du   foyer    d'une   'parabole  de  grandeur    constante  qui  se 
déplace  en  restant  tangente  à  deux  droites  rectangulaires. 
Prenons  les  droites  données  pour  axes.  Soit 

/•(m,  V,  w)  =  aw2  -j-  a'ij2  _^  2hvio  +  "Ih'wu  -h  2h"uv  =  0 

l'équation  de  la  parabole  :  pour  qu'elle  soit  tangente  aux  axes,  il  faut 

qu'on  ait 

a  =.  a  z=.  0. 

Écrivons  que  le  paramètre  est  égal  à  p;  on  a  (137) 

Ibh'h" 
±p  = 3, 

et  le  foyer  est  déterminé  par  les  équations 

—  2b' X  H-  2by  —  0, 

—  bx  —  b'y  +  b"  =  0. 

On  aura  le  lieu  du  foyer  en  éliminant  b,  b'  et  b"  entre  ces  trois 
équations. 
Des  deux  dernières  on  tire 

b        b'  b" 


X        y        x'^  -f-  y^ 
remplaçons  dans  la  première,  qui  peut  s'écrire 

p2  (^,2  4.  ft'2J3   _   4^,2^,'2^,"2^ 
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&,  &',  h"  par  des  quantités  proportionnelles  ;  on  a 

p2(a;2  4-^2)3   _   4a;2^2   («,2  _^  J^2)2 

OU 

;,2(^2_^^2)_4^2^2^ 

\_    1  —  i- 

^2+^2   —  p2^ 

équation  d'une  Kreuzcurve  aisée  à  construire. 

156.  Directrices.  —  On  appelle  directrice  relative  à  un  foyer 
la  polaire  de  ce  foyer,  ce  qui  revient  à  dire  que  la  directrice 
est  une  droite  telle  que  les  tangentes  menées  à  la  conique  aux 
points  de  rencontre  avec  cette  droite  soient  parallèles  aux 
droites  isotropes. 

Proposons-nous  de  déterminer  analytiquement  les  coordon- 
nées des  directrices. 

Soient  {u,  v,  îv)  une  directrice  et  {u^^,  u^,  iVq)  une  tangente 
dont  le  point  de  contact  est  sur  la  directrice  ;  on  a 

Uofu-+-Vofv-^iVofw  =  0; 
en  éliminant  Wq  entre  ces  deux  équations^  nous  aurons 


ou 

équation  qui  détermine  les  coordonnées  u^  et  v^  des  tangentes 
aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  et  de  la  directrice. 

Tout  revient  à  écrire    que  cette  équation  a  mêmes  racines 
que  l'équation 

WqH-  '^0  2"0^0  COS  0    z=:  0. 

L'équation  précédente,  développée,  s'écrit 

aulf^J^  -+-  a'vlfl^'  -{-  a!\uji  +  v,nf  —  Uv,fL{uJL  +  vj,) 

On  aura  donc 
" /«        --f^  / u/ w -T- "'/ w    —  cos  6 

Ces  équations  déterminent  les  coordonnées  des  directrices. 
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Elles  peuvent  s'obtenir  plus  rapidement  en  remplaçant  dans 

fû  fv 

les  équations  (1)  qui  donnent  les  foyers,  x  et  y  par  17  et  -^  > 
puisque  toute  directrice  est  polaire  d'un  foyer. 

157.  Cherchons   l'équation  de  la  directrice  de  la  parabole, 
les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires. 

On  aura  pour  déterminer  les  coordonnées  de  cette  droite  les 
équations 

-  Wa  +  26/"^  H-  (a  -  a')  A  =  0, 

-bfi~b'f',  +  b"f[,  =  0', 

en  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs  développées,  on 
obtient 

u[—[a  +  a')b'-{-ilbb"]^v[b{a-^a')—Wb"]-^^ic{b^—b'^)  =  0, 

abu-i-a'b'v-\-2bb'iv  =  0. 

En  résolvant  ces  équations  et  en  supprimant  le  facteur  A, 

on  obtient 

u         V  w 

2b'  ^  2Ï""— (a-ha')* 

L'équation  de  la  directrice  est  donc 

'ib'x-\-Uy  —  (a-ha')  =  0. 


158.  Théorème  de  Steiner.  — •  Si  un  triangle  est  circonscrit  à  une 
parabole,  le  point  de  concours  des  hauteurs 
est  sur  la  directrice. 

Prenons  pour  axes  un  côté  AB  du  triangle 
et  la  hauteur  issue  du  sommet  opposé  G. 

Soient  a  et  p  les  jabscisses  des  points  A  et 
B,  Y  l'ordonnée  du  point  G  ;  l^giixôiè«5  AG^ 
et  GB  ont  pour  équations 

-+i^_,^0,  ^  +  1-1=0. 

a        Y  (5        Y 

L'équation  d'une  parabole  inscrite  dans  le  triangle  ABC  sera  de  la 

forme 

aic^  H-  a'v^  +  ^bvic  +  2b'wu  +  2b"uc  =  0, 

avec  les  conditions 


«Y 


a 

a'  =  0, 
2b       2b' 

OL- 

Y         a 

FOYERS    ET    DIRECTRICES  171 


.3^        T         P         Py  ~ 


Multiplions  les  deux  dernières  respectivement  par  a  et  p,  puis 
retranchons  membre  à  membre  ;  on  obtient 


a 


■^ 


ce  qui  prouve  que  la  directrice  qui  a  pour  équation 

V)'x-\-  2by—a  =  0 

passe  parle  point     (O, -\,     c'est-à-direpar  le  point  de  concours 

des  hauteurs  du  triangle  ABC. 

On  trouverait  sans  difficulté  à  l'aide  des  mêmes  équations  que  le 
lieu  des  foyers  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

159.  On  peut  trouver  par  un  procédé  plus  rapide  Téquation 
de  la  directrice  de  la  parabole,  en  considérant  cette  droite 
comme  le  lieu  des  points  d'où  Ton  peut  mener  deux  tangentes 
rectangulaires  à  la  courbe. 

On  sait  que  ce  lieu  est  un  cercle,  appelé  cercle  orthoptique, 
quand  la  conique  est  à  centre,  et  la  directrice  quand  la  coni- 
que est  une  parabole.  '     * 

Soit  ^ 

/■(w,  V,  w)  =  0 
7 
l'équation  tangentielle  de  la  conique. 

L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes  me- 
nées par  le  point  [Xj  y)  à  la  conique  est  (147) 

Pour  que  ces  tangentes  soient  perpendiçiilaires,  il  faut 
qu'on  ait 

a"x^—^b'x^a-{-a"y^—'^by-^a'-i-'^[a"xy—bx—b'y-hO")  cos  0  =  0 

ou 

a"{x^  H-  2xy  cos  6  -+-  y^)  —  1x[b'  ^  b  cos  ^)-^%j{b^  b'  cos  6) 

^-  a  4-  a'  +  îlb"  cos  0  =r=  0, 
équation  d'un  cercle,  si    a"  7^  0. 

Dans  le  cas  où  a"  =  0,  cette  équation  représente  une 
droite,  qui  est  la  directrice  de  la  parabole. 
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'2x{b'-\-b  cos  6)  +  2î/(ô-h/ycos  0)  — (a-+-a'4-26"cos  G)  =  0. 

Si  les  axes  de  coordonnées  sont  perpendiculaires,  Téqualion 
du  cercle  orthoptique  est 

a" {x^  H-  i/)  —  Wx  —  2by-ha-\-a'  =  0, 

et  celle  de  la  directrice 

Wx  H-  2%  —  (a  -H  a')  =  0. 

160.  Nous  n'insisterons  pas  ici  sur  les  propriétés  connues 
des  foyers  et  des  directrices  dans  les  coniques,  propriétés  qui 
s'établissent  pour  la  plupart  à  l'aide  des  formes  réduites. 

Nous  terminerons  ce  chapitre  en  cherchant  l'équation  tan- 

gentielle  d'une  conique  qui  a  pour  foyer  le  point  (a,  p),  pour 

directrice  la  droite 

Uf^x-\-VQij  -hWQ  =0, 

et  pour  excentricité  e,  les  axes  de  coordonnées  étant  supposés 
rectangulaires. 
L'équation  ponctuelle  de  cette  conique  est 

"O  "+"  «^0 

Nous  nous  appuierons  sur  ce  que  les  projections  du  foyer 
sur  les  tangentes  sont  situées  sur  un  cercle  bitangent  à  la  co- 
nique, la  corde  des  contacts  étant  l'axe  perpendiculaire  à  la 
directrice.  L'équation  de  ce  cercle  est 

ou 

(w|  -\-  vl)[{x  -  aY  +  (2/  -  m  —  e%u,x  +  v,y  -h  «'J^ 

-e\v,{x-a.)-u,{y-?)y  =  0. 

Soit  une  tangente  quelconque  à  la  conique 

ux  -hvy  -{-IV  =  0  ; 

les  coordonnées  de  la  projection  du  foyer  sur  cette  tangente 
sont 
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Ua  -\-  V\i-\-  IV 


Wa  -j-vp-]-W 

y  =  ^ TT—zr-  '  ^• 


en  écrivant  que  ce  point  est  sur  le  cercle,  on  a  l'équation  de- 
mandée. 

On  trouve  ainsi 


(ul-hvl){m-\-v^-hivy       2 


{uoi-^vÇ>-i-w){uuQ-i-vvQ] 


Uo^+v,?-\-iv,-     --^ 


-e^{uv,-vu,y     ^^^^^^^^     =  0 
OU,  en  chassant  le  dénominateur    u^-h  v^     et  divisant  par  e^ 

ou  encore 

[u{■u^^y.  H-  VqP  -+-  Wq)  —  Uq{uci.  -{- v^ -\-  w)Y 

+  [v{UqC>.  +  Vq^  -+-  IVq)  —  V^[U'J.  -\-v^-\-  w)7 

ou  bien 

Yxw^  —  vUq)  a  —  (vWq  —  ivVq)Y  +  [(wv„  -  vUq)  P  —  (z(;w„  —  mv^)]^ 

Si  le  foyer  est  à  l'origine,  cette  équation  devient 

fll2  _^  t)2W2 

(vWq  —  Z^Uq)^  h-  (z^W(,  —  UWqY  —  ^-^ — ^ —  =  0. 

161.  Ces  résultats  peuvent  s'obtenir  à  l'aide  du  principe  de  dua- 
lité (50  et  suivants). 

Les  points  cycliques,  correspondent  aux  droites  isotropes  passant 
par  l'origine,  de  telle  sorte  qu'à  un  cercle  correspond  une  conique 
ayant  pour  foyer  le  point  0  ;  de  plus,  au  centre  du  cercle,  pôle  de 
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la  droite  de  l'infini,  correspondra  la  polaire  du  foyer,  c'est-à-dire  la 
directrice. 

L'équation  d'un  cercle  peut  s'écrire 

{x  —  azY  -\-{y  —  bsY  —  R^^^  =  0  ; 

la  courbe  correspondante  aura  donc  pour  équation  tangentielle 

(^u  —  awY  -h{v—  bwf  —  R2wj2  =  0. 

Si  Wo,  '«'oj  ^0  désignent  les  coordonnées  de  la  directrice,  on  aura, 
en  vertu  de  la  dernière  remarque, 

de  telle  sorte  que  l'équation  générale  des  coniques  ayant  pour  foyer 
l'origine  et  pour  directrice  la  droite  [u^,  Uo,  ioq)  est 

{uWq  —  wUqY  +  {vu\  —  tov^f —  K^whol  =  0. 

D'autre  part,  on  sait  que  l'excentricité  est  égale  au  quotient  de  la 
distance  de  l'origine  au  centre  du  cercle  par  le  rayon  ;  donc 

,2 


'0 


.2  _  ^5-^^c 
on  en  tire 

eHcl 
et  l'équation  précédente  s'écrit 

[uio,  -  wu,Y  +  [vw,  -  wv^Y  -  ^    "^^/"       =  0. 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  le  foyer  n'est  plus  à  l'origine, 
mais  a  pour  coordonnées  a  et  p,  on  transportera  l'origine  des  coor- 
données au  point  (—  a ,  — 13)  ;  il  suffira  de  remplacer  dans 
l'équation  précédente  vo  par  MaH-i^P  +  io  et  w^  par  t<oaH- yo^H-iCo, 
si  l'on  veut  que  la  directrice  ait  encore  pour  équation 

u^x  4-  Vo2/  4-  lOo  =3  0 

dans  le  nouveau  système  d'axes. 
On  obtient  alors  l'équation  trouvée  plus  haut, 

162.  Dans  le  cas  de  la  parabole,  on  a    e  =  1,     et  l'équa- 
tion (4)  du  numéro  160  devient 
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EXERCICES     ET     NOTES 


1 ,  On  considère  toutes  les  paraboles  conjuguées  par  rapport  à  un 
triangle  ;  démontrer  que  le  foyer  est  sur  le  cercle  des  neuf  points  et 
que  la  directrice  passe  par  le  centre  du  cercle  circonscrit. 

Prenons  pour  axes  deux  côtés  du  triangle  ;  l'équation  générale 
des  paraboles  est  (118) 

uiwx  4-  2w)  +  \x.v{v'^  -\-  2w)  =  0. 
Le  foyer  est  déterminé  par  les  équations  (147) 

cos  Q  ri;    ^    r^ 

En  éliminant  \j.,  on  a  l'équation  du  cercle  des  neuf  points. 
L'équation  de  la  directrice  est  (159) 

2x[\  4-  [JL  cos  e)  +  2y[]x  +  cos  8)  —  (a  -h  |jl|3)  =  0 
ou 

2[x  +  î/  cos  6)  —  a  +  [jL[2(a;  cos  6  +  «/)  —  P]  =  0  ; 

elle  passe  par  le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  menées 
aux  milieux  des  côtés  OA  et  OB. 

2.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  soit  foyer, 
est  que  deux  droites  conjuguées  quelconques  passant  par  ce  point 
soient  rectangulaires. 

N     3.  Enveloppe  de  la  directrice  d'une  ellipse  dont  on  donne  un  foyer  y 
V excentricité  et  un  point. 
L'équation  ponctuelle  de  l'ellipse  sera 

_    ,      ,  ,     [ux -\- vy -\- w)^ 

en  prenant  le  toyer  à  Torigine.  Écrivons  que  cette  ellipse  passe  par 
le  point  donné  (a,  0);  on  a 

a^[u^-{-v^)  —  e2(tm  H- w)2  :zr  0  , 

équation  qui  représente  un  cercla  ayant  pour  centre  le  point  donné 

et  pour  rayon   —  • 


4.  On  donne  une  parabole  P  et  une  de  ses  tangentes   t  dont  le 
point  de  contact  est  A.   Parles  différents  points  de   t    on  élève  des 
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perpendiculaires  aux  tangentes  à  P  menées  par  ces  points,  autres  que 
i.  Ces  tangentes  enveloppent  une  seconde  parabole  P',  tangente  à  t 
en  un  point  B.  Les  paraboles  P  et  P'  ont  même  foyer j  leurs  accès 
sont  perpendiculaires j  la  directrice  de  V  passe  par  B,  la  directrice  de 
P'  passe  par  A. 

5.  Lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  à  deux  droites  données 
en  des  points  donnés.  Séparer  sur  le  lieu  trouvé  les  foyers  des  ellipses 
et  des  hyperboles. 

6.  D'un  point  pris  sur  une  strophoïde  droite,  on  mène  les  deux 
tangentes  à  la  courbe,  autres  que  la  tangente  ait  point  considéré.  Dé- 
moîitrer  que  la  corde  des  contacts  enveloppe  une  parabole  ayant  même 
axe  et  même  sommet  que  la  strophoïde,  et  son  foyer  symétrique  du 
point  double  par  rapport  à  ce  sommet. 

7.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  un  point  A  sur 
Ox  ;  on  considère  les  paraboles  tangentes  à  Oy  à  l'origine  et  passant 
par  le  point  A;  on  demande  l'enveloppe  des  axes  et  des  directrices. 

L'équation  générale  des  paraboles  tangentes  à  Oy  à  l'origine  est 

^2  _^  2bvw  +  2b'iou  —  0. 

L'équation  des  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  Ox  est 

[v  +  bwf  —  [v^  -\-  2bvic  +  2b'wu)  =  0 

ou 

w{b^w  —  2b'u)  =  0, 

2b' 
ce  qui  donne  l'origine  et  le  point  d'abscisse    —  —  ;    on  aura  donc, 

en  désignant  par  a  l'abscisse  du  point  A, 

2b' 

et  par  suite  l'équation  générale  des  paraboles  sera 

v^  +  2bvw  —  b^awu  =  0. 

Il  est  alors  facile  de  voir  que  les  axes  enveloppent  une  hypocy- 
cloïde  à  trois  rebroussements  et  que  les  directrices  enveloppent  une 
parabole. 

8.  Lieu  des  foyers  d'une  ellipse  de  grandeur  constante  qui  se  dé- 
place en  demeurant  tangente  à  deux  droites  perpendiculaires. 

9.  Lieu  des  foyers  des  paraboles  touchant  deux  droites  données  et 
dont  la  directrice  passe  par  un  point  donné. 
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10.  Le  lieu  des  sommets  des  paraboles  touchant  deux  droites  per- 
pendiculaires, et  dont  le  foyer  décrit  un  cercle  qui  a  ces  deux  droites 
pour  diamètres,  est  une  hi/pocycloïde  à  quatre  rehroussements. 

L'équation  des  paraboles  est 

2hvw  4-  ^b'ioii  -h  2h"uv  —  0  , 
avec  la  condition 

nous  pourrons  prendre 

b=.S^,        v  =  ^^,         b"  =  i. 

Les  coordonnées  de  la  tangente  au  sommet  satisfont  aux  équa- 
tions 

2hmo  -\-  2b'wu  +  2b"uv  =z  0, 

bu  —  b'v  =  0  ; 
on  en  déduit  aisément  les  coordonnées  du  point  de  contact,  et  l'on 

trouve 

X  =  R  cos^  o,  y  =z  K  sin3  o. 

11.  Si  une  droite  fixe  rencontre  une  série  de  coniques  ayant  même 
foyer  et  même  directrice,  les  tangentes  à  ces  coniques  aux  points  oii 
elles  rencontrent  la  droite  fixe  enveloppent  une  conique  qui  a  même 
foyer  que  les  proposées,  et  qui  touche  à  la  fois  leur  directrice  et  la 
droite  fixe.  Cas  où  la  droite  est  à  l'infini. 

12.  Si  on  coupe  deux  tangentes  à  la  parabole  par  une  perpendicu- 
laire à  Vaxe^  et  qu'aux  points  B  e^  G  oii  elle  les  rencontre  on  élève 
des  perpendiculaires  à  ces  tangentes,  la  droite  AD  qui  joint  le  point 
de  concours  D  de  ces  perpendiculaires  au  point  de  concours  A  des 
tangentes  passe  par  le  foyer. 

13.  Lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  à  deux  cotés  d'un 
triangle  et  aux  hauteurs  correspondantes. 

14.  Lieu  des  foyers  des  paraboles  dont  les  directrices  passent  par 
un  point  fixe  et  qui  touchent  deux  droites  données. 

Le  lieu  est  un  cercle  circonscrit  au  triangle  qui  a  pour  côtés  les 
deux  droites  et  pour  point  de  concours  des  hauteurs  le  point  donné. 

15.  Si  d'un  point  V  pris  sur  une  normale  fixe  à  une  conique  on 
mène  les  trois  autres  normales,  les  trois  côtés  du  triangle  formé  par 
les  pieds  enveloppent  une  parabole  tangente  aux  axes  de  la  conique, 

/::OORDONNÉES.  --  U  12 
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et  dont  le  foyer  est  la  projection  du  centre  sur  la  tangente  au  point 
diamétralement  opposé  au  pied  de  la  normale  fixe. 

Soit  — +  j^ — 1  =0  l'équation  de  la  conique  donnée.  Dési- 
gnons par  ux-\-vij-^ic  =0  une  des  droites  dont  on  cherche 
l'enveloppe;  les  normales  aux  points  de  rencontre  de  cette  droite  se 
coupent  en  un  point  par  lequel  on  peut  mener  deux  autres  nor- 
males, et  la  droite  qui  joint  leurs  deux  pieds  a  pour  pôle  le  point 

?    ""ft"'     «   Gt   p  désignant  les  coordonnées  du  pôle    de   la 

droite    ux-\-vi/-\~w=.0,    en  vertu  des  formules  hien  connues  de 
Joachimsthal.  Or  le  pôle  de  cette  droite  ayant  pour  coordonnées 

^—     et f    les  coordonnées  du  pôle  de  la  deuxième  droite 

seront    —   et    —  •    Il  suffit  alors  d'écrire  que  ce  pôle  est  sur  la  tan- 
u  V  n  r 

gente  au  pied  {xi,  //i)  de  la  normale  fixe,  ce  qui  donne 

b^x-^vw  4-  ahjiicu  —  a-b^uv  =  0, 
équation  tangentielle  d'une  parabole  tangente  aux  deux  axes.  Le 
foyer  est  déterminé  par  les  deux  équations 

a^yix  —  b^Xiy  r=z  0, 
b^xxx  H-  a^yy^  +  a^&s  —  0, 
ce  qui  démontre  le  théorème. 


16.  Lieu  des  foyers  des  coniques  ayant  même  directrice  et  touchant 
deux  droites. 


17.  Enveloppe  des  droites  coupant  deux  cercles  suivant  des  cordes 
égales. 

18.  Enveloppe  de  la  directrice  d'une  conique  ayant  un  foyer  fixcy 
passant  par  un  point  et  touchant  une  droite. 

19.  Une  parabole  étant  inscrite  dans  un  angle  donné,  si  la  direction 
des  diamètres  est  donnée,  le  lieu  des  foyers  est  une  droite. 

20.  Lieu  des  sommets  des  paraboles  qui,  homofocales  à  une  para- 
bole donnée,  sont  tangentes  à  deux  normales  recta7igulaires  à  cette 
courbe. 

Le  lieu  est  un  cercle  passant  par  le  foyer  fixe,  et  l'autre  extrémité 
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du  diamètre  passant  par  ce  point  est  le  symétrique  du  sommet  de 
la  parabole  donnée  relativement  à  son  foyer. 

21.  On  donne  trois  coniques  ayant  un  foyer  F  commun.  Démontrer 
que  Venveloppe  des  droites  telles  que  leurs  pôles  'par  rapport  à  ces 
trois  coniques  soient  en  ligne  droite,  est  une  conique  ayant  un  de  ses 
foyers  en  F. 


22.  On  donne  un  point  et  une  droite,  et  l'on  considère  les  coniques 
qui  ont  le  point  pour  centre  et  la  droite  pour  directrice.  Démontrer 
qu'il  existe  deux  de  ces  coniques  tangentes  à  une  droite  quelconque 
du  plan,  et  trouver  comment  doit  être  placée  la  droite  pour  que  les 
deux  coniques  qui  lui  sont  tangentes  soient  réelles. 

Prenons  le  centre  à  l'origine,  et  soit  x  —  a  =  0  l'équation  de  la 
directrice.  On  trouve  aisément  que  l'équation  générale  des  coni- 
ques est 

En  écrivant  que  cette  conique  est  tangente  à  une  droite  quel- 
conque [u,  V,  w),  on  a  une  équation  du  deuxième  degré  par  rap- 
port à  >^,  qui  détermine  deux  coniques. 

Écrivons  que  l'équation  en  X  a  ses  racines  réelles  ;  on  a 


v^)  -+-  2vio][c/.  ( u^  H-  v^]  —  2vw]  >  0. 


[a  (if 2  4-  îj2)  _|_  2vio][!X  ( u^  H-  v^)  —  2vw]  >  0.  (i ) 

Or  l'équation 

ol{u^  H-  v^)  —  2vw  =:  0 

représente  une  parabole  P  ayant  pour  foyer  l'origine,  pour  axe  Oy 
ei  pour  tangente  au  sommet    i/  -j-  —  =  0  ;    par  suite  cette  parabole 

passe  par  le  point  A  (a,  0). 

L'équation  a{u^-\-v^)-{-2vw  =  0 
représente  également  une  para- 
bole symétrique  de  la  première 
par  rapport  à  Ox, 

Nous  avons  obtenu  au  numéro 
84  l'interprétation  géométrique 
du  signe  du  premier  membre  de 
l'équation  tangentielle  d'une  co- 
nique. Remarquons  ici  que  les 
discriminants  des  premiers  mem- 
bres des  équations  des  paraboles  sont  égaux  ;  il  en  résulte  que  la 
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condition  (1)  exprime  que  la  droite  {ic,  v,  w)  rencontre  les  deux 
paraboles  toutes  deux  en  des  points  réels  ou  toutes  deux  en  des 
points  imaginaires.  Mais  on  voit  sans  peine  (analytiquement  et  géo- 
métriquement) qu'une  droite  ne  peut  rencontrer  cà  la  fois  les  deux 
paraboles  en  des  points  imaginaires. 

11  en  résulte  que  pour  qu'il  existe  deux  coniques  réelles  tangentes 
à  une  droite  du  plan,  il  faut  que  cette  droite  rencontre  les  deux 
paraboles  en  des  points  réels. 

23.  Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  touchent  deux  droites  don- 
nées et  dont  l'axe  passe  par  un  point  donné. 

24.  Foyers  dans  les  courbes  quelconques.  —  On  appelle  foyer 
d'une  courbe  quelconque  un  p-oint  tel  que  parmi,  les  tangentes 
issues  de  ce  point  à  la  courbe,  il  y  en  ait  deux  passant  par  les  points 
cycliques. 

Si  la  courbe  est  de  classe  n,  par  chaque  point  cyclique  on  peut 
lui  mener  n  tangentes;  les  tangentes  issues  de  l'un  des  points  ren- 
contrent en  n^  points  les  tangentes  issues  de  l'autre  ;  la  courbe  a 
donc  n^  foyers,  dont  n  seulement  sont  réels.  Cette  conclusion 
n'est  exacte  que  si  la  droite  de  Tinfîni  n'est  pas  tangente  à  la 
courbe  ;  dans  ce  cas  le  nombre  des  foyers  se  réduit. 

Si  la  courbe  passe  par  les  points  cycliques,  c'est-à-dire  est  circu- 
laire, le  point  de  rencontre  des  tangentes  aux  points  cycliques  est  ce 
qu'on  appelle  un  foyer  singulier. 

On  détermine  aisément  les  foyers  d'une  courbe  définie  par  son 
équation  tangentielle  f{u,  v,  to)  ■=  0.  On  cherche  l'équation  aux 
coefficients  angulaires  des  tangentes  issues  d'un  point  {x,  y),  c'est- 
à-dire 

/*(m,     — I,     y  —  wiic)  :=  0, 

et  on  écrit  que  cette  équation  admet  les  racines   ±i  (les  axes  de 
coordonnées  étant  rectangulaires). 

25.  Tout  foyer  d'une  courbe  est  foyer  de  sa  développée. 

26.  Démontrer  que  Véquation  tangentielle  générale  des  courbes  de 
n«  classe  admettant  pour  foyers  les  n  points 

ai  =:  0,  «2  =  0>  •  •  •  «n  =  0 

est 

0.^7.2    ...    CLn-h  Wco'o  =  0, 

to  =  0,      lo'  =  0     étant  les  équations  des  points  cycliques  et   o    une 
fonction  de  degré     n  —  2    par  rapport  à  u,  v,  to. 

(Salmon,  Courbes  planes.) 
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27.  Le  lieu  cVim  point  tel  qite  les  tangentes  menées  de  ce  point  à 
une  courbe  de  classe  n  fassent  avec  une  droite  fixe  des  angles  dont 
la  somme  soit  constante,  est  une  courbe  de  degré  n  qui  passe  par  les 
foyers  de  la  courbe  donnée. 

28.  Déterminer  le  foyer  singulier  de  la  dssoïde  de  Diodes. 

29.  Si  l'on  donne  2n  —  1  tangentes  d'une  courbe  de  classe  Uy  et 
si  la  droite  de  Vinfini  est  tangente  multiple  d'ordre  n  —  1 ,  le  lieu 
des  foyers  est  un  cercle. 

L'équation  tangenlielle  des  courbes  pour  lesquelles  la  droite  de 
l'infini  est  tangente  multiple  d'ordre    n  —  1     est 

?n(M,  v)H-WCp„_i(w,  v)  =  0, 

les  fonctions  cp  étant  homogènes  et  de  degré  indiqué  par  l'indice 
(Chapitre  11.  Exercice  12). 

L'équation  renferme  2n  +  1  coefficients  ;  écrivons  que  cette 
courbe  est  tangente  à  2n  —  \  droites  ;  il  ne  restera  plus  que  deux 
coefficients  variables,  c'est-à-dire  un  seul  paramètre  linéaire.  On 
peut  donc  supposer  que  les  coefficients  de  l'équation  précédente 
sont  fonctions  linéaires  d'un  paramètre. 

11  est  alors  aisé  de  trouver  le  lieu  du  foyer. 

Appliquer  à  la  parabole  et  aux  courbes  de  troisième  classe  poui- 
lesquelles  la  droite  de  l'infini  est  tangente  double. 

30.  Une  parabole  dont  le  foyer  est  F  est  tangente  aux  deux  côtés 
d'un  angle  droit  yOx  ;  on  élève  au  point  0  une  perpendiculaire  à  la 
droite  OF  ;  cette  perpendiculaire  rencontre  la  tangente  aie  sommet 
de  la  parabole  en  un  point  F'.  On  demande  de  faire  voir  :  1°  que  la 
droite  FF'  est  tangente  en  Y  à  la  courbe  décrite  par  ce  point,  lorsque 
la  parabole  glisse  sur  son  plan  en  restant  tangente  aux  côtés  de  l'an- 
gle droit  yOx  ;  2°  que  la  tangente  F'G  à  la  courbe  décrite  par  le 
point  F'  rencontre  la  droite  OF  en  un  point  C  tel  que    OF  =  40C. 


CHAPITRE   X 
TANGENTES  COMMUNES  A  DEUX  CONIQUES 


163.  Considérons  deux  coniques  ayant  pour  équations  tan- 
gentielles 

/*(w,  v,  w)  =  au^  H-  a'v"^  +  ol'ic^  +  ^bvw  -+-  2b'ivu  -+-  2b''uv  =  0, 

/i(w,  y,  iv)  =  a^u^  -h  a[v^  h-  a'iio^  H-  ^Ib^vw  -\-  '2b[ivu-\-2b'îuv  =  0. 

Les  coordonnées  des  tangentes  communes  aux  deux  coni- 
ques sont  les  solutions  communes  à  ces  deux  équations  ;  ces 
tangentes  seront  donc  déterminées  en  résolvant  le  système 
formé  par  les  équations  tangentielles  des  deux  coniques. 

Supposons  que  l'axe  des  y  ne  soit  pas  tangent  à  Tune  des 
coniques,  les  coefficients  a  et  ai  ne  sont  pas  nuls;  ordon- 
nons les  équations  précédentes  par  rapport  à  w;  elles  peu- 
vent s'écrire 

w^  +  Piu+Qi-0,  ^  ^ 

en  posant,  pour  simplifier  l'écriture, 

^       '^{b"v-^b'w)  ^        ^{b'[v-hb[w) 

a  Qi 

a'v^  H-  a"w^  +  ^bviv                        a'  v^  -\-  a'[w^  ■+-  2biVîV 
Q  — ,  (Jj  — . 

a  a^ 

Éliminons  u  entre  les  équations  (1)  ;  on  obtient 

R(v,  ic)  =  (Q,_Q)2_(P,-PXPO,-OP0  =  0.         (2) 


TANGENTES    COMMUNES    A    DEUX    CONIQUES  183 

Cette  équation  est  homogène  et  du  quatrième  degré  par 
rapport  à  v  et  iv\  pour  toute  solution  (vq,  iv^)  de  cette  équa- 
tion, les  équations  (1)  ont  Uiie  racine  commune  u^.  L'en- 
semble de  valeurs  Wq,  Vq,  z^o  constitue  alors  un  système  de  so- 
lutions communes  aux  équations  tangentielles  des  deux  coni- 
ques ;  par  suite  la  droite 

est  tangente  à  la  fois  aux  deux  coniques. 

R(f ,  w)  est  décomposable  en  un  produit  de  quatre  facteurs 
linéaires;  soit  vol-^-îv^  Fun  d'eux;  à  ce  facteur  correspond 
la  solution 

^0  =•  h  ^^0  =  —  a 

de  l'équation  (2),  et  pour  avoir  la  valeur  de  u  correspondante, 
deux  cas  sont  à  examiner. 

1°  Supposons  que  ces  valeurs  v^  et  îVq  mises  à  la  place  de 
y  et  de  2^  dans  P  et  Pi  n'annulent  pas  Pi  —  P  ;  on  sait 
alors  que  les  deux  équations  (1)  ont  une  seule  racine  com- 
mune, qui  est  donnée  par 

Oi-Q 

en  remplaçant  dans  le  second  membre    v  et  w   par  v^  et  w^^. 

Dans  ce  cas,  au  facteur  va^iv^  du  résultant  R(î;,  îv) 
correspond  une  seule  tangente  commune  aux  deux  coniques. 

2'  Si  au  contraire  les  valeurs  Vq  et  Wq  annulent  Pi  —  P, 
elles  annulent  aussi  Qi  —  Q  d'après  l'équation  (2);  si  on 
remplace  alors  v  et  iv  par  v^  et  w^  dans  les  équations  (1), 
ces  équations  sont  identiques,  elles  admettent  deux  racines 
communes  u^  et  «„;  par  suite  les  deux  coniques  ont  deux 
tangentes  communes, 

K^  H-  Vo?/  -H  ?''o2  =  0, 

et  ces  deux  tangentes  se  coupent  sur  l'axe  des  y. 

Dans  ce  cas,  au  facteur  du  résultant  correspondent  deux 
tangentes  communes  se  coupant  sur  l'axe  des  y. 
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164.  Il  est  important  de  remarquer  que  dans  cette  dernière 
hypothèse  le  facteur    au  H-  '^w     est  facteur  double  de  R(u,  w). 

En  effet,  puisque  les  valeurs  v  =  ^  et  lu  =  —  a  annu- 
lent Pi  —  P  et  Qi  —  Q,  ces  fonctions  sont  divisibles  par 
au-i-  ^w,    et  Ton  peut  écrire 

Pi  —  P  ^  p(au  -h  pztJ), 

p  étant  une  constante  et  q  une  fonction  linéaire. 

On  en  déduit 

PQi  —  QPi  =  (P7  —  Qp){^v  +  M 
et  aussi 

R{v,  w)  =  {^v  -h  ^wYlq^'—piPq  —  Qp)], 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

La  réciproque  n'est  pas  vraie,  il  peut  arriver  qu'un  facteur 
double  de  U{v,  iv)  ne  divise  pas     Pi  —  P. 

165.  Dans  la  pratique,  pour  résoudre  Féquation  (2),  on 
opère  comme  s'il  n'y  avait  qu'une  seule  inconnue.  On  com- 
mence par  supprimer  le  facteur  w,  s'il  existe,  puis  on  résout 

V 

l'équation  par  rapport  à      —  ;     c'est  une  équation  aune  seule 

inconnue  qui  peut  admettre  des  racines  réelles  ou  des  racines 
imaginaires  conjuguées  deux  à  deux.  Si  l'on  a,  par  exemple, 

V 

la  solution  —  =  h^  on  pourra  prendre  pour  valeurs  de  v  et 
de  îv,     V  =  h     et    10  =  \, 

Si  h  est  imaginaire,  la  tangente  correspondante  est  imagi- 
naire; si  h  est  réel,  il  faut  encore  pour  que  la  tangente  soit 
réelle  que  la  valeur  correspondante  de  u  soit  réelle  ;  cela 
arrivera  toujours  si  le  système  [v  =  h,  w  =  i)  n'annule  pas 
Pi  —  P  ;  mais  si  ce  système  annule  Pi  —  P,  on  a  deux 
valeurs  de  u  correspondantes,  racines  d'une  équation  du 
second  degré,  et  ces  deux  valeurs  ne  sont  pas  toujours 
réelles. 

Dans  tout  ce  qui  suivra,  nous  appellerons  racines  de  Téqua- 

V 

tion  (2)  les  valeurs  de    —     ;  dans  le  cas  où  R(u,  w)  admet- 

ÎV 
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trait  le  facteur  w,  il  faudrait  aussi  considérer  comme  racine 
réelle  la  valeur    w  =  0,     v  étant  arbitraire. 

166.  Discussion.  —  Premier  cas.  —  L'équation  (2)  a  quatre 
racines  simples. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut  (164),  aucune  de 
ces  racines  ne  peut  annuler  Pi  —  P  ;  à  chaque  racine  de 
l'équation  (2)  correspond  une  seule  valeur  de  u. 

Les  deux  équations  (1)  ont  donc  quatre  systèmes  distincts 
de  solutions  communes,  les  deux  coniques  admettent  quatre 
tangentes  communes  différentes. 

Pour  qu'une  tangente  commune  soit  réelle,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  racine  correspondante  de  Téquation  (2)  soit  réelle, 
puisqu'il  cette  racine  ne  correspond  qu'une  valeur  de  w;  il 
résulte  de  là  que  les  deux  coniques  admettront  :  ou  bien 
quatre  tangentes  communes  réelles,  ou  bien  deux  réelles  et 
deux  imaginaires  conjuguées,  ou  bien  quatre  tangentes  ima- 
ginaires conjuguées  deux  à  deux. 

167.  Deuxième  CAS.  —  L'équation  (2)  a  une  racine  double  et 
deux  racines  simples. 

Aux  deux  racines  simples  correspondent  deux  tangentes 
communes  réelles  ou  imaginaires  conjuguées.  Quant  à  la 
racine  double,  il  peut  se  présenter  deux  cas  selon  que  cette 
racine  annule  ou  non     Pi  —  P. 

1°  Si  la  racine  double  n'annule  pas  Pi  —  P,  à  cette  racine 
correspond  une  seule  valeur  de  w,  et  par  suite  une  seule  tan- 
gente commune. 

On  dit  quelquefois  que  cette  tangente  est  double  ;  cela  re- 
vient à  la  considérer  comme  réunion  de  deux  tangentes  com- 
munes; nous  pouvons  d'ailleurs  justifier  cette  manière  de 
voir,  en  démontrant  que  cette  tangente  touche  les  deux  coni- 
ques au  même  point. 

En  effet,  puisque  l'équation  (2)  a  une  racine  double,  celte 
racine  satisfait  aux  équations 

R{v,  w)  =  0,  K{v,  w)  =0. 
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En  adjoignant  à  cette  racine  la  valeur 

Qi-Q 

on  a  les  coordonnées  de  la  tangente  commune. 

Nous  allons  démontrer  que  ces  coordonnées  satisfont  aux 
équations 

fu    fv    fiv 

/lu  fiv  /iw 

Considérons  d'abord  la  première  égalité, 

4  =  4; 

fiu  flv 

on  peut  l'écrire 

2m-+-Pi  ~  p/m  +  q;' 

les  accents  désignant  des  dérivées  par  rapport  à  v. 
En  chassant  les  dénominateurs,  on  a 

2w2(p/  _  p'N  4_  u[mi—Q')  H-  PP/  —  PiP'J  +  PQi'  -  PiQ'  =  0 

ou,  en  remplaçant  u  par  sa  valeur    — — ^ —  i 

Pi  —  P 

2(Qi-Q)^(P/-P')-(Qi-Q)(Pi-P)[2(Qi'-Q')-HPP;-PiP'] 

+  (PQ/-PiQ')(Pi-P)^=0.        (3) 
D'autre  part,  on  a 

R(i;,  m;)  =  (Q,  -  Q)2  _  (P,  -  P)(PQ,  -  QP  J  =  0, 

R>,  w)  =  2(Q,  -  Q)(Q{  -  Q')  -  (P,  -  P')(PQi  -  QP,) 

—  (Pi  -  P)(PQ,'  -+-  QiP'  —  QP;  —  PiQ')  =  0. 

Multiplions  Rl^iv^  tv)  par  Pi — P,  et  ajoutons  au  produit 
le  premier  membre  de  la  relation  (3),  que  nous  désignerons 
par  H  ;  on  obtient 

H  -+-  (Pi  -  P)R,f(«,  w)  =  2(Qi  -  QYiPi  -  P') 
-(P;-P')(PQi-QPi)(P,-P)-(Qi-Q)(Pi-P)(PPi'-PiP') 
-(Pi-P)2(P'Qt-QPi'). 
Les  deux  derniers  termes  du  second  membre  peuvent  se 


I 
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transformer  aisément  en  l'expression  suivante  : 

-(Pt-P)(Pl-P')(PQi-QPi), 
de  telle  sorte  que 

H  +  (Pi  — P)R/,(y,  w;) 

=  2(P/  -  P')[(Qi  -  Q)^  -  (Pi  -  P)(PQ.  -  QPi)] 
ou 

H-i-(Pi— P)R,'(i;,  w)  =  2(P(  — P')R(w,  w). 

On  voit  donc  que  si  R{v^  w)   et   Rv{v,  w)   sont  nuls,  il  en 
est  de  même  de  H,  et  par  suite  la  relation  (3)  est  vérifiée. 
On  établira  de  même  la  relation 

fu    fw 

1  \u  1  \IV 

en  remarquant  que  la  racine  double  du  résultant  annule  aussi 

Rw{v,    lO). 

Dans  ce  cas,  les  deux  coniques  sont  tangentes  et  admettent 
deux  tangentes  communes  réelles  ou  imaginaires. 

2«  Si  la  racine  double  annule  P^  —  P,  à  cette  racine  cor- 
respondent deux  valeurs  de  u  données  par  Tune  des  équa- 
tions (1)  ;  on  aura  donc  deux  tangentes  communes  se  coupant 
sur  Taxe  des  y,  ces  deux  tangentes  pouvant  être  réelles  ou  ima- 
ginaires conjuguées.  Dans  ce  cas,  les  deux  coniques  admettent 
quatre  tangentes  communes  distinctes  réelles  ou  imaginaires. 

Il  peut  arriver  que  les  deux  valeurs  de  u  soient  égales  ;  on 
a  alors 

fL  =  0,  fu  =  0, 

ce  qui  montre  que  le  point  de  contact  de  la  tangente  unique 
correspondante  est  sur  Taxe  des  y  ;  par  conséquent  les  deux 
coniques  sont  tangentes. 

168.  Troisième  cas.  —  L'équation  (2)  a  deux  racines  doubles. 

A  chaque  racine  double  correspond  :  ou  bien  une  tangente 
double  touchant  les  deux  coniques  au  même  point,  ou  bien 
deux  tangentes  se  coupant  sur  Taxe  0]j. 

Les  deux  coniques  pourront  donc  être  :  ou  bien  bitangentes, 
les  tangentes  aux  points  de  contact  constituant  deux  tangentes 
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communes  doubles,  ou  simplement  tangentes  et  admettre 
deux  tangentes  simples,  ou  enfin  pourront  avoir  quatre  tan- 
gentes communes  distinctes  se  coupant  deux  à  deux  sur  Oy. 

Si  les  deux  racines  doubles  sont  imaginaires  conjuguées,  les 
deux  coniques  seront  bitangentes,  les  points  de  contact  étant 
imaginaires. 

169.  QuATRiÈ^fE  CAS.  —  V équatioYi  (2)  a  une  racine  triple  et  une 
racine  simple. 

Ces  deux  racines  sont  toujours  réelles.  A  la  racine  simple 
correspond  une  tangente  commune  ;  quant  à  la  racine  tri- 
ple, deux  cas  sont  à  distinguer. 

1°  Si  cette  racine  n'annule  pas  Pi  —  P,  à  cette  racine  ne 
correspond  qu'une  tangente,  on  dit  que  c'est  une  tangente  tri- 
ple, les  deux  coniques  sont  tangentes  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent ;  seulement  la  tangente  commune  est  la  réunion  de 
trois  tangentes.  On  dit  que  les  deux  coniques  ont  un  contact  du 
deuxième  ordre,  et  nous  verrons  plus  tard  que  les  courbes  se 
traversent. 

2°  Si  la  racine  triple  annule  P^  — P,  à  cette  racine  corres- 
pondent deux  valeurs  de  u  et  par  suite  deux  tangentes  ;  l'une 
d'elles  doit  compter  pour  deux,  et  par  suite  les  deux  coniques 
seront  tangentes  au  môme  point  à  l'une  de  ces  droites,  comme 
on  peut  d'ailleurs  le  démontrer  analytiquement  de  la  manière 
suivante. 

Égalons  à  zéro  la  dérivée  seconde  de  R(î;,  w)  par  rap- 
port à  u  ;  on  obtient,  en  remarquant  que  pour  la  racine  triple 

on  a 

P  =  P„  Q  =  Q„ 

(Q;  -  or  -  (p;  -  P')(PQi  -  QPi/  =  0-  w 

Or  pour  que  le  point  de  contact  soit  le  môme,  on  doit  avoir 
2w  -h  P  _  P'w  H-  Q' 

2m  4- Pi  ~  pw-hq;  ' 

et  comme    P  =  Pi,    cette  condition  s'écrit 
P'"  +  Q' 


PU-i-Q'i 


=  1 
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OU 

Q'.-Q' 

Tout  revient  à  démontrer  que  cette  quantité  est  racine  de 

l'équation 

w2  -H  Pw  +  Q  =  0, 

c'est-à-dire  que  l'on  a 

(Q'i  -  or  -  P  (Q'i  -  Q')(P'i  -  P')  +  Q  (P'i  -  P?  =  0  ; 
ce  n'est  pas  autre  chose  que  la  relation  (4),  où  l'on  remplace 
Pi  par  P  et  Qi  par  Q. 

Cela  nous  montre  en  même  temps  que  les  deux  valeurs  de 
u  sont  toujours  réelles. 

Enfin  il  peut  arriver  que  ces  deux  valeurs  de  u  soient  éga- 
les ;  dans  ce  cas  les  deux  coniques  ont  un  contact  du  deuxième 
ordre. 

170.  Cinquième  cas- —  V équation  (2)  a  une  racine  quadruple. 

1°  Si  cette  racine  n'annule  pas  Pi  —  P,  les  deux  coniques 
admettent  une  tangente  commune,  dite  tangente  quadruple, 
ou  réunion  de  quatre  tangentes  communes  ;  cette  tangente 
touche  les  deux  coniques  au  même  point.  On  dit  que  les  deux 
courbes  ont  en  ce  point  un  contact  du  troisième  ordre. 

2"  Si  cette  racine  annule  Pi  —  P,  à  cette  racine  corres- 
pondent deux  valeurs  de  u  ;  on  a  par  suite  deux  tangentes 
communes,  et  il  sera  aisé  de  vérifier  que  l'une  de  ces  tangentes 
touchera  les  deux  coniques  au  même  point  et  que  le  contact 
sera  du  second  ordre,  ou  bien  que  les  deux  coniques  seront 
bitangentes. 

Si  les  deux  valeurs  de  u  sont  égales,  il  y  aura  contact  du 
troisième  ordre. 

171.  Il  résulte  de  cette  discussion  que  deux  coniques  ont 
toujours  quatre  tangentes  communes  réelles  ou  imaginaires, 
distinctes  ou  confondues. 

Si  deux  tangentes  sont  confondues,  il  y  a  contact  ordinaire; 
si  trois  tangentes  sont  confondues,  il  y  a  contact  du  deuxième 
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ordre  ;  enlin  si  les  quatre  tangentes  sont  confondues,  le  con- 
tact est  du  troisième  ordre. 

Il  est  clair  que  l'une  de  ces  tangentes  communes  peut  avoir 
son  point  de  contact  à  Tinfini,  c'est-à-dire  être  asymptote  ; 
il  peut  aussi  arriver  que  la  droite  de  l'infini  soit  tangente  com- 
mune, ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  de  deux  paraboles. 

Enfin  à  une  tangente  imaginaire  correspond  toujours  une 
tangente  imaginaire  conjuguée. 

172.  Il  ne  sera  pas  sans  intérêt  d'étudier  maintenant  les  différents 
ordres  de  contact  au  point  de  vue  géométrique. 

Considérons  d'abord  deux  coniques  tangentes,  le  point  de  contact 
étant  à  distance  finie  ;  nous  prendrons  ce  point  pour  origine  et  la 
tangente  commune  pour  axe  des  x. 

Pour  que  l'équation 

au^  -+-  a'n^  +  d'vd^  -f-  2ôvic  +  Ih'wu  -\-  2b"uv  =  0 

représente  une  conique  tangente  à  Ox,  il  faut  que  a'  =:  0  ;  en 
outre  l'équation  du  point  de  contact  étant 

1  f,.  —  Vu  H-  6to  =  0, 

pour  que  ce  point  de  contact  soit  à  l'origine,  il  faut  que    h"  =  0. 
On  voit  alors  que  a  ne  peut  être  nul. 
Nous  pourrons  donc  écrire  les  équations  des  deux  coniques 

u^  H-  2b'uw  H-  2bvio  +  a"w^  =:  0 , 

u^  -\-  2b[uw  -\-  2bivw  +  a^io^  =z  0. 

En  éliminant  u,  on  obtient  l'équation 

[2{bi  —  b)v  H-  (aï  —  a")wfw^ 

—  ^b[  —  b')[2{b'bi  —  bb[)v  +  {b'a'[  —  a"b[)w]w^  =  0  ; 

elle  admet  la  racine  double    w=zO. 

Pour  que  le  contact  soit  du  second  ordre,  il  faut  que  ic  —  0 
soit  racine  triple  ;  on  doit  avoir    b  —  ô^  =  0. 

Enfin  pour  que  le  contact  soit  du  troisième  ordre,  il  faut  que 
10  1=  0    soit  racine  quadruple,  ce  qui  exige 

b  —  biz=:0,  {b'i  —  b')[b'bi  —  bb[)  =  0, 

ce  qui  donne 

b  —  b^=0  et  b'  —  b[=  0. 

Nous  allons  étudier  maintenant  la  position  des  deux  courbes  aux 
environs  de  l'origine. 
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Nous  opérerons  comme  nous  l'avons  vu  aux  numéros  59  et  sui- 
vants. 

Nous  poserons  v  =  —  I  et  nous  développerons  u  en  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  croissantes  de  te.  Pour  le  faire  aisément, 
nous  pouvons  résoudre  l'équation  de  la  conique  par  rapport  à  u  ; 
on  a 


u  z=  —  b'w  ih  \Jb'-io'^ 
qu'on  peut  écrire 


2bio. 


,,     _^    1-7-  Ïa       [h'-^  —  a")w-\^ 
u  =  —  h'ic  ±  sj-lbio     1  +  ' — —     > 

et  par  suite,  en  développant  en  série  le  coefficient  de  sl'-^bio, 

r         b'-'  —  a" 


u  =z  —  b'w  ±:  J'Zbic     1  4 


^b 


] 


ou 


b'w 


zios/2bio  '  — 


4& 


u  =  z\/2bio 

désignant  ziz  1. 

On  aura  de  même  pour  la  deuxième  conique 


Ui  =r  t\j2bi%c  —  b'^tc  -+-  zic\J2b\ic 


^bi 


(5) 


(6) 


Dans  l'équation  (5)  on  ne  peut  donner  à  lo  que  des  valeurs  du  si- 
gne de  b,  et  dans  l'équation  (6)  te  ne  peut  être  que  du  signe  de  bi. 

Premier  CAS.       b:^bi.     Contact  du  premier  ordre. 
Tout  d'abord  si  b  et  b^  sont  de  signes  contraires,  w  reçoit  des  va- 
leurs de  signes  contraires  dans  les  relations  (5)  et  (6)  ;  il  en  résulte 
que  les  deux  courbes  sont  situées  de  part  et  d'autre  de  Ox. 

Supposons  maintenant  b  et  &i  de 
même  signe,  et  positifs  pour  fixer  les 
idées  ;  w  ne  pourra  recevoir  que  des 
valeurs  positives  ;  chacune  des  équa- 
tions (5)  et  (6)  détermine  pour  u  deux 
valeurs  infiniment  petites  de  signes  con- 
traires ;  nous  comparerons  les  valeurs 
positives  et  les  valeurs  négatives. 

En  retranchant  les  équations  (5)  et 
(6)  on  a 

u  —  ui  =  zsJwl^Zb  —  \fzb]\  -\-{b[  —  b')w-^---\ 

le  premier  membre  a  le  signe  de    [sj^b  —  sJWi)i. 
Supposons    b  ':>  b^    et   prenons    s  zr  +  1  ;    u  —  u^    sera  posi- 
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tif  ;  au  contraire  pour  e  rrr  —  1 , 
u  —  u\  change  de  signe  et  de- 
vient négatif;  ce  qui  montre  que 
u  est  toujours  supérieur  à  t*i  en 
valeur  absolue. 

On   voit   ainsi    que   les    deux 
courbes  ne  se  traversent  pas. 

Deuxième  cas.    b=ib^.    b'z^b\. 
Contact  du  second  ordre. 
En  retranchant  les  équations  (5)  et  (6)  on  obtient 

u  —  u^=i  {b[  —  b')w-{- 

Supposons    &  >  0  ;    lo  recevra  des  valeurs  positives  ;  on  voit  que 

u  —  m  aura  un  signe  constant, 
celui  de  b'i.  —  b'.  Supposons  en- 
core    b[  —  ô'  >  0. 

Si  £  est  positif,  u  et  Ui  sont  posi- 
tifs et  l'on  a  u'^u^'j  si  e  est  né- 
gatif, M  et  wi  seront  négatifs,  mais 
M  sera  plus  petit  que  mi  en  valeur 
absolue.  On  voit  ainsi  que  les 
courbes  se  traversent  et  sont  tou- 
jours d'un  même  côté  de  Ox. 

b  =  bi.  b'  =:  b[.     Contact    du    troisième    ordre. 


Troisième    cas. 
On  a  cette  fois 


Ui  =.  eic\J2bio\  - 


u  —  Ui  change  de  signe  avec  s  ;  donc  en  supposant  ô  >  0,  ?«  est 
toujours  supérieur  à  m^  en  valeur  absolue  ;  les  deux  courbes  ne  se 
traversent  pas  et  sont  toujours  d'un  même  côté  de  Ox. 


173.  Supposons  maintenant  que  le  point  de  contact  soit  à  Tinfîni, 
c'est-à-dire  que  les  deux  coniques  aient  une  asymptote  commune; 
si  nous  la  prenons  pour  axe  Ox,  les  équations  des  coniques  s'écri- 
vent 

u^  -+-  2b'uvo  4-  2b" uv  +  a"w^  =,  0, 

tc^  -h  2b[uio  -h  2bluv  -H  a'iw^  =  0 . 

En  éliminant  u  on  obtient 

{a"  —  ayw^ 

—  ^[{bl  —  b")v  -f-  [b'i  —  b')%o]\i^a'[b"  —  a"bl)v  -\-  ia",b'  —  a"b[)w\w'^  =  0. 

Cette  équation  admet  la  racine  double    to  =  0. 

Pour  que  le  contact  soit  du  deuxième  ordre,  il  faut  que  le  coeffi- 
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cient  de  v^w^  soit  nul,  ce  qui  donne  la  condition 

{b'I  —  b"){a'ib"  —  a"bl)  =  0. 

Si  b"i  —  b"  =  0,  à  la  racine  w  =  0  correspondent  deux  va- 
leurs de  u  inégales,  et  par  conséquent  il  n'y  a  pas  contact  du  second 
ordre. 

On  doit  donc  avoir 

a'[b"  —  a"b'i  =:  0 
ou 

^  —  ^. 

a"        a[ 

On  voit  en  effet  aisément  que  a"  et  a"  ne  peuvent  être  nuls. 
Pour  que  le  contact  soit  du  troisième  ordre,  il  faut  que  le  coeffi- 
cient de  vw^  soit  nul,  ce  qui  donne 

{b'[  —  b")[a'[b'  —  a"b[)  =  0 

et,  comme  plus  haut, 

ï.  —  ^. 
a"        al 

Nous  allons  poser  encore  v  =  —  i ,  et  développer  en  série  u 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  w.  Nous  n'aurons 
qu'une  seule  valeur  de  u  infiniment  petite  en  même  temps  que  w. 

En  résolvant  l'équation  de  la  conique  par  rapport  à  w,  il  vient 


u  =  b"  —  b'io  it  sl{b"  —  b'wf  —  a"w^, 

=  b"  —  b'w  ±  s/b"^  —  '^b"b'w  -h  (6'2  —  a"]w\ 
et  la  valeur  de  u,  infiniment  petite  avec  w,  sera 


it 


,n       7/  ,A,       ^b'  b"-  —  a"      .12 

u  ::^  b    —  blO  —  b  \  i 777- 10  -f 


b"       '       b"'- 


10" 


en  remarquant  que  b"  ne  peut  être  nul. 

Développons  en  série  le  coefficient  de  b"  ;  on  obtient 


>"['-^ 


U=b     -blO-b\\    -_W,-^^^2___ 


OU 

a"      ,   ,    a"b'     ^  , 

On  aura  de  même  pour  la  deuxième  courbe 

a'I      ,       a';b\     , 

Ces  développements  permettront  de  déterminer  la  position  de 
chaque  courbe  par  rapport  à  l'asymptote,  comme  on  l'a  vu  au 
numéro  64. 

COORDONNÉES,   —   U  l'A 
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Pour  avoir  la  position  relative  des  deux  courbes,  retranchons  les 
équations  précédentes  ;  nous  avons 

/  a"         a'(\    ,    ,    /a"b'       a".b'.\    ., 

a"       a" 
Premier  CAS.     -jr,^-A'     Contact  du 'premier  ordre. 

ii  —  ui    a  un  signe  constant  quel 

que  soit  lo.  Supposons  d'abord  -y^ 


et    yj   de  signes  contraires,  par  ex- 
emple    ttt  >  0    et    -jj,  <0;  u  est 


toujours  positif  et  u^  toujours  négatif. 

yl 

u 


Supposons    maintenant 

a"       ,    a'[  ^        , 

rp-    Qi  —  de  même  Signe, 

positifs  par  exemple,  et  de 
plus 

11  en  résulte  que  m,  u^   et  la  différence    u — mi    sont  positifs. 
H  est  alors  facile  de  construire  la  courbe. 

DEUXIEME  CAS.    -rypz^—-     -— zzf: -i •    Contact  du  aeuxieme  ordre . 
h         h[       a    ^^  o!\ 

On  voit  alors  que  dans 
la  différence  u  —  mi,  le 
coefficient  de  \o^  est  nul, 
mais  celui  de  w^  est  diffé- 
rent de  zéro. 

M  et  Ml  sont  de  môme 
signe,  supposons-les  posi- 
tifs ;  quant  à  la  différence 
tt  —  w, ,    elle  change  de  signe  avec  to,  ce  qui  permet  de  construire  la 
courbe. 
Le  produit  des  carrés  des  longueurs  géométriques  des  axes  est,  au 

signe  près,  (136),    ^  ^^""  ^  ■ 

Si  Téquation  de  la  conique  est 

h" 


ce  produit  se  réduit  à 


sin2  0. 
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11  en  résulte  que  si  deux  hyperboles  ont  une  asymptote  commune 
et  un  contact  du  deuxième  ordre,  le  produit  des  longueurs  géomé- 
triques des  axes  est  le  même  pour  les  deux  courbes,  et  la  récipro- 
que est  vraie. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  hyperboles  qui 
ont  une  asymptote  commune  aient  un  contact  du  deuxième  ordre  sur 
cette  asymptote  est  que  les  rectangles  construits  sur  les  axes  aient 
même  aire  dans  les  deux  courbes. 

Troisième  cas.    -rr,=^-A-'    —7;  =^-7,'    Contact  du  troisième  ordre, 
b         b[       a         a[ 

u  —  Ui  est  infiniment  petit  du  quatrième  ordre  et  a  un  signe  cons- 
tant quelque  soit  to  ;  déplus  u  et  Wj  ont  le  même  signe^  on  a  donc 
la  même  forme  de  courbe  que  dans  la  seconde  hypothèse  du  premier 
cas. 

Mais  on  peut  remarquer  que  les  deux  coniques  ont  même  centre, 
et  que  les  rectangles  construits  sur  les  axes  ont  même  aire. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  hyperboles  qui 
ont  une  asymptote  commune  aient  un  contact  du  troisième  ordre  est 
qu'elles  aient  même  centre  et  que  les  rectangles  construits  sur  les  axes 
dans  les  deux  courbes  aient  même  aire. 

174.  Pour  terminer  cette  discussion,  nous  allons  considérer  deux 
coniques  tangentes  à  la  droite  de  Tintîni  au  même  point,  c'est-à- 
dire  deux  paraboles  ayant  leurs  axes  parallèles,  et  nous  chercherons 
la  condition  pour  que  ces  courbes  aient  à  l'infini  un  contact  du 
deuxième  ou  troisième  ordre. 

Nous  prendrons  l'axe  des  x  parallèle  à  la  direction  commune  des 
axes,  et  comme  cette  direction  a  pour  paramètres  directeurs  b'  et  &, 
nous  aurons    b  =z  0. 

Les  équations  des  deux  paraboles  peuvent  alors  s'écrire 

u^  -h  Wuv  +  2b'uw  H-  a'v^  =  0, 
v.^  -h  2b'[uv  -+-  2b\uw  -+■  a[v^  ■=.  0. 
En  éliminant  u  on  obtient 
(«;— a')2u*— 4[(6';-6")vH-(6;— &')io][(a'i^?"-a'&';)vH-(«;ô'— a'&;)w5]u2  — 0. 

Cette  équation  admet  deux  fois  la  racine  v  —  0  \  à  cette  racine 
correspond  la  valeur  w  =  0,  ce  qui  donne  comme  tangente  dou- 
ble la  droite  de  l'infini. 

Pour  que  le  contact  soit  du  deuxième  ordre,  il  faut  que  le  coeffi- 
cient de  wH^  soit  nul,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

(b'^-b')[a\b'  -a'b\)  =  0; 
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bl  —  b'    ne  peut  être  nul,  sans  quoi  à  la  racine    v  =  0    corres- 
pondraient deux  valeurs  de  u  différentes. 
On  devra  donc  avoir 

a[b'  —  a'b\  =z  0 
ou 

a'  a\ 

Pour  que  le  contact  soit  du  troisième  ordre,  il  faudra  que  le  coef- 
ficient de  wv"^  soit  nul,  ce  qui  donne 

a'        a'j 
On  pourrait  également  étudier  la  position  relative  des  branches 
infinies  en  faisant    to  =  —  1,    et  en  développant  u  en  série  ordon- 
née par  rapport  aux  puissances  de  v. 
On  a 

u  =  —  [b"v  —  b')  zb  sj[b"'^  —  b'f—a'v^, 


f  —  _  {p"n  —  b')  ±  v/ô'2  —  •ib'b"v  +  (&"2  —  a')v^ , 

1 

[})"                 l)"2  ^'         -12 
1  —  2  -77  ^  H m —  ^^     ' 
b'                b'-^  J 

S.        b"  a'      .       a'b"    .    ,        1 

L  b'  2b'^  2ô'3  ^     t-      J 


u  =z  b'  —  b"v  —  b'\  i 

ou  bien 

a'     ..       a'b"    „ 

"^W'^^w^"  +■■■ 

Si  m  désigne  le  coefficient  angulaire  de  la  droite 
ux-^vy  —  1  =0, 
on  a    m  = >    et  le  développement  précédent  peut  s'écrire 


V  est  Tinverse  de  l'ordonnée  à  Torigine. 
On  aura  de  même  pour  la  deuxième  parabole 


w^i  =  —  rn7  ^  —  7:T7i  v^ 


a[  a\b\ 

%b\  """W} 
et  en  faisant  la  différence, 


m  —  mi 


\2&;     2^^7   ^\2^^;2     2^^'V 


Considérons  la  formule  (7)  ;  elle  nous   permet  de  déterminer  la 
position  des  branches  infinies  de  la  première  courbe. 
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En  effet,  en  supposant    —  ijT'  >  0)     on  voit  que  m  a  le  signe  de 

V  pour  les  valeurs  de  v  suffisamment 
petites  ;  on  voit  ainsi  que  la  parabole 
tourne  sa  concavité  vers  les  x  positifs  ; 

ce  serait  le  contraire  si    —^m    était 

zo 

négatif. 

Pour  avoir  la  position  relative  des 
branches  de  courbes,  nous  distingue- 
rons plusieurs  cas  comme  précédem- 
ment. 

Premier  cas.     —  :^  -j^-     Contact  du  premier  ordre. 


Si  j-,  et  ■—  sont  de  signes  contraires,  les  deux  paraboles  tournent 
leurs  concavités  en  des  sens  différents. 
Si  j-,  et  p-  sont  de  même  signe,  négatifs  par  exemple,  les  deux 

paraboles  tournent  leurs  concavités  vers  les  x 
positifs,  et    m  —  mi    a  le  signe  de  v,  si 
a'i        a' 

Nous  aurons  donc  les  branches  de  courbe  ci- 
contre. 


Deuxième  cas.    —, 
b 


T7-     —,^-t'   Contact  du 
&i       a  '    a^ 


deuxième  ordre. 

Les  deux  courbes  tournent  toujours  leurs 
concavités  dans  le  même  sens,  on  voit  de 
plus  que  m  —  m\  a  un  signe  constant  quel 
que  soit  v. 

Les  branches  infinies  des  deux  courbes  s'en- 
trecroisent. 

On  peut  remarquer  aussi  que  les  para- 
mètres des  paraboles  sont  égaux. 

Nous  avons  vu  en  effet  que  le  paramètre 


d'une  parabole  est  donné  par  la  formule  (137' 

1  A  I  sin-  0 


V-- 

(^,2  _^  ^'2  _j_  2^//  cos  0)2 

Cette  formule  devient  pour  la  première  de  nos  courbes 


—  a'h'^  I  sin^  0 


sin2  0. 
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Comme    —  =  jj  i    les  paramètres  des  deux  paraboles  sont  égaux. 

On  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  paraboles 
aient  un  contact  du  second  ordre  à  l'infini,  est  que  ces  deux  paraboles 
aient  leurs  axes  parallèles^  leur  concavité  dans  le  même  sens  et  leurs 
paramètres  égaux. 

Troisième  cas.     77  =  --J  .    —  z=  ~.     Contact  du  troisième  ordre, 
b         b\       a        a\ 

Les  deux  paraboles  ont  toujours  leur  concavité  dans  le  même 
sens,  elles  sont  égales  et  ont  même  axe.  La  disposition  relative  des 
branches  infinies  est  la  même  que  dans  la  seconde  hypothèse  du 
premier  cas.  On  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  paraboles  aient 
un  contact  du  troisième  ordre  à  l'infini,  est  qu  elles  soient  égales, 
qu'elles  aient  même  axe  et  qu^elles  tournent  leur  concavité  da7is  le 
même  sens. 


CHAPITRE  XI 

CONIQUES  INSCRITES  DANS  LE  QUADRILATÈRE 
DES   TANGENTES   COMMUNES  A   DEUX   CONIQUES 


175.  Théorème.  —  //  existe  une  seule  conique  tangente  à  cinq 
droites  dont  quatre  ne  sont  pas  concourantes. 

Désignons  par  w;,  Vj,  iCi  (i  =  1,  2,  3,  4,  5)  les  coor- 
données des  cinq  droites. 

L'équation  d'une  conique  tangente  à  ces  cinq  droites  sera 

au^  4-  a'v^  -+-  a"io^  -i-  '^bvw  -h  'Ib'wu  -+-  ^b"uv  =  0, 

et  pour  déterminer  les  coefficients,  nous  aurons  les  relations 
suivantes,  obtenues  en  écrivant  que  Téquation  est  vérifiée  par 
les  coordonnées  des  cinq  droites  : 

au\  -+-  a'vf  -f-  a'wi  -+-  '^bviWi  +  ^b'WiUi  -\-  '^b"u^v^  =  0 , 
aul  +  a'vl  -+-  a''w\  H-  'ibv^w^  +  Wic^u^  -h  ^b^u^v^  --=  0, 
aul  -+-  a'vl  +  «"^3  +  '^bv:iW,i  -+-  ^b'iv^u^  -\-  Wu^v-i  —  0, 
aul  -f-  ci'vl  +  al'ivl  -i-  ^2bv,jiv,^-{-2b'w,u,^-i-2b"urV,^  =  0, 
aul  +  «'^1  -h  a"ivl  +  '^bv^io,.  -h  ^b'wM..  -h  '^b'\v^  =  0.    I 

Nous  avons  là  cinq  équations  linéaires  et  homogènes  à  six 
inconnues,  a,  a',  a\  />,  //,  6". 

Supposons  que  l'un  des  déterminants  à  cinq  lignes  et  cinq 
colonnes  formés  avec  les  coefficients  des  équations  soit  diffé- 
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rent  de  zéro,  par  exemple 
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u\ 

v'i 

ivl 

V{ll\ 

1V,U, 

«1 

vî 

io\ 

V2IC2 

IC^iUi 

"1 

"i 

iOl 

V-iW-i 

W2U3 

ul 

vî 

wl 

V,W,^ 

w,u. 

«i 

vî 

wl 

V^W. 

UKU, 

7^0. 


On  peut  alors  résoudre  les  équations  par  rapport  aux  cinq 
premières  inconnues  en  fonction  de  la  sixième  ;  on  aura  des 
expressions  de  la  forme 


a  =  ab",         a'  =  ^'b\ 


A  _    Jik'i 


b\         h  =  ?b%        b'  =  ^'b"  ; 


a,  a',   ...  p'  étant  fonctions  des  quantités  w/,  v,-,  ic-,. 
L'équation  de  la  conique  pourra  alors  s'écrire 

et,  quel  que  soit  b\   cette  équation  représente  une  seule  co- 
nique. Le  théorème  est  ainsi  démontré  dans  cette  hypothèse. 
L'équation  de  cette  conique  peut  se  mettre  sous  forme  de 
déterminant  : 


ul     v\ 


m 


w' 


w\ 


W'i 


w- 


VW 


WU 


V^Wx       WiUi 


V2W2      w^u. 


uv 

UiVi 


V-iW^       IV^U^       U2V2 


W4     u|     wl     v,^w,^     w,u,^     u,v,^ 


ul     v\     wl     v.w^ 


0. 


Supposons  maintenant  que  tous  les  déterminants  à  cinq 
lignes  et  cinq  colonnes  qu'on  peut  déduire  du  tableau  des 
coefficients  soient  nuls,  et  qu'un  déterminant  à  quatre  lignes 
et  à  quatre  colonnes  soit  différent  de  zéro,  par  exemple 


7^0. 


w? 

vl 

wl 

V,Wt 

«1 

vî 

wl 

V»Wi 

< 

«l 

wl 

V3W, 

< 

vî 

wl 

v^w, 
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On  pourra  alors  résoudre  les  quatre  premières  équations 
par  rapport  à  a,  a\  a"  et  b,  en  fonction  de  b'  et  de  b\  d'a- 
près la  règle  de  Cramer^  ce  qui  donnera  des  expressions  de  la 
forme 

a=^b'-h7.,b" ,     a'=x'b'^'-Ab" ,      a!'=^'b'-{-^lb" ,     b^p'-^  ^,b"  ; 

a,  ai,  ...   Pi  étant  fonctions  des  quantités  données  i*,-,  v;,Wi. 

Ces  valeurs,  transportées  dans  la  cinquième  équation,  la 
vérifieront,  quels  que  soient  b'  et  b". 

Les  expressions  précédentes  constitueront  donc  la  solution 
générale  des  équations  données  ;  en  transportant  ces  valeurs 
dans  l'équation  de  la  conique,  on  obtient 

b'{oiu^  -H  o(.'v^  -H  ol'iv^-  -f-  2 pu?/;  -h  2ww) 

H-  6"(ajW2  4-  a>2  +  a>2  _,_  ^^^^2^  -f-  2mu)  =  0, 

et  cette  équation,  où  b'  et  b"  sont  arbitraires,  représente  une 
infinité  de  coniques. 

Je  vais  démontrer  que  dans  ce  cas,  sur  les  cinq  droites  don- 
nées, quatre  sont  concourantes. 

Il  résulte  des  hypothèses  que  toutes  les  solutions  des 
quatre  premières  équations  (1)  vérifient  la  cinquième;  autre- 
ment dit,  que  toutes  les  coniques  tangentes  aux  quatre  pre- 
mières droites  sont  tangentes  à  la  cinquième.  Supposons  que 
ces  quatre  premières  droites  forment 
un  quadrilatère  ABGD,  et  considérons 
la  conique  formée  par  les  points  A 
et  C  ;  cette  conique  est  tangente  aux 
quatre  premières  droites;  la  cinquième 
droite  devant  être  tangente  à  cette  co- 
nique devra  passer  par  l'un  des  points 
A  ou  G,  parle  point  A  par  exemple;  on  verrait  de  môme 
que  cette  cinquième  droite  doit  passer  par  l'un  des  points 
B  ou  D,  par  le  point  B  par  exemple;  cette  droite  devrait 
donc  coïncider  avec  la  droite  AB,  ce  qui  est  impossible  parce 
que  nous  supposons  les  cinq  droites  données  distinctes  ;  il 
faut  donc  que  le  point  B  coïncide  avec  le  point  A,  c'est-à-dire 
que  la  droite  (2)  passe   par  l'intersection  de  (1)  et  de  (4)  et 
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alors  la  droite  (5)  passera  par  ce  même  point,  et  nous  voyons 
que  quatre  des  droites  données  seront  concourantes. 

176.  Si  sur  les  cinq  droites,  trois  ne  sont  pas  concourantes, 
la  conique  tangente  à  ces  cinq  droites  est  une  véritable  coni- 
que qui  ne  peut  se  réduire  à  deux  points. 

Si  trois  des  droites  sont  concourantes,  la  conique  tangente 
aux  cinq  droites  se  compose  de  deux  points,  dont  Tun  est  le 
point  de  rencontre  des  trois  droites,  et  l'autre  le  point  d'inter- 
section des  deux  autres  droites. 

Enfin  si  quatre  des  droites  données  sont  concourantes,  ce 
point  de  rencontre  et  un  point  quelconque  de  la  cinquième 
droite  forment  une  conique  tangente  aux  cinq  droites. 

Nous  verrons  plus  loin  une  démonstration  analytique  de 
ces  résultats  (233). 

177.  Théorème.  —  //  existe  une  seule  conique  tangente  à  quatre 
droites^  le  point  de  contact  sur  l'une  déciles  étant  donné. 

Prenons  le  point  de  contact  donné  pour  origine  et  la  tan- 
gente correspondante  pour  axe  des  X]  l'équation  de  laconi- 
que peut  s'écrire 

au^  H-  aV  -h  2bv2v  h-  2b'wu  =  0. 

Soient 

U!X  +  viy  -h  1  =r  0  (2  =  1,  2,  3) 

les  équations  des  trois  autres  tangentes  qu'on  suppose  ne  pas 
passer  par  l'origine.  On  aura  les  équations 

2^'i/i  H-  26^1  -h  a"  H-  au\  =  0, 
^b'uo  ■+■  20^2  H-  a"  -+-  aul  =  0, 
1b' u;  -+-  26v;i  -H  a"  -H  aw^  =  0. 

Si  l'on  suppose  les  trois  droites  non  concourantes,  le  dé- 
terminant 

Mj  Ul  1 
U2  V2  1 
Ws       V^i       I 
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est  didérent  de  zéro;  on  peut  résoudre  les  équations  par  rap- 
port à  b\  b  et  a"  en  fonction  de  a,  et  on  obtient  une  seule 
conique  répondant  à  la  question. 

178.  Théorème.  —  //  existe  une  seule  conique  tancfenie  à  trois 
droites^  les  points  de  contact  de  deux  d'entre  elles  étant  donnés. 

Prenons  ces  deux  dernières  tangentes  pour  axes,  et  dési- 
gnons par  a  et  p  l'abscisse  et  l'ordonnée  des  points  de 
contact. 

L'équation  générale  des  coniques  tangentes  à  ces  droites 
aux  points  donnés  est  (131) 

En  écrivant  que  cette  conique  est  tangente  à  une  autre 
droite,  on  détermine  une  seule  valeur  pour  X. 

179.  Théorème.  —  //  existe  une  seule  conique  ayant  avec  une 
conique  donnée  en  un  point  donné  un  contact  du  deuxième  ordre, 
et  tangente  à  deux  droites. 

Prenons  le  point  de  contact  pour  origine  et  la  tangente  pour 
axe  des  x. 

Soit 

u^  -+-  a"w^  -j-  '^Iwiv  -+-  Wiou  =  0 

a  conique  donnée. 
La  conique  cherchée  aura  pour  équation 

u^  -h  a"w^  -+-  2biVW  H-  ""Ib'ywu  =  0, 

et  pour  que  le  contact  soit  du  deuxième  ordre,  on  doit  avoir 
b,  =  b  (172). 

En  outre,  les  coefficients  al  et  b\  seront  déterminés  en 
écrivant  que  la  conique  est  tangente  à  deux  autres  droites. 

On  démontrera  de  la  même  manière  le  théorème  suivant 

180.  Théorème.  —  Jl  existe  une  seule  conique  ayant  avec  une 
conique  donnée  en  un  point  donné  un  contact  du  troisième  ordre, 
et  tangente  à  une  autre  droite. 
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181.  Tous  ces  théorèmes  subsistent  quels  que  soient  les 
tangentes  et  les  points  de  contact,  à  distance  finie  ou  infinie. 

Ainsi,  il  existe  une  seule  parabole  tangente  à  quatre  droites, 
une  seule  hyperbole  asymptote  à  deux  droites  et  tangente  à 
une  troisième  droite  ;  une  seule  parabole  tangente  à  trois 
droites,  la  direction  de  Taxe  étant  donnée,  etc. 

182.  Equation  générale  des  coniques  inscrites  dans  le  quadri- 
latère circonscrit  à  deux  coniques. 

Soient  deux  coniques  ayant  pour  équations 

f{u,  V,  îv)  =  au^  -+-  a'v'"^  -h aV -\-^bvw  H-  ^b'wu  -H  Wuv  =  0, 
fi{u,  V,  iv)  =  aiu^  +  a[v^  +  alw^  -+-  '^biviv  -\-  '2b[iuu  +  26'iwz;  =  0  ; 

supposons  qu'elles  admettent  quatre  tangentes  communes 
distinctes;  je  dis  que  l'équation  générale  des  coniques  tan- 
gentes à  ces  quatre  droites  est 

f{u,  V,  w)  H-  [a/"i(w,  V,  tv)  =  0.  (2) 

En  effet,  quel  que  soit  (ji,  cette  équation  est  vérifiée  par  les 
coordonnées  des  quatre  tangentes  communes,  puisque  ces 
coordonnées  annulent  f{u,  v,  lu)  et  fi{u,  v,  iv). 

Tout  revient  à  démontrer  qu'on  peut  déterminer  [j.  en  sorte 
que  cette  équation  représente  une  conique  (C)  quelconque 
tangente  aux  quatre  droites. 

Soient  Wq,  v^^  Wq  les  coordonnées  d'une  tangente  quelcon- 
que à  la  conique  (C)  ;  écrivons  que  l'équation  (2)  est  vérifiée 
par  ces  nombres  ;  on  a 


/;(mo,  v^,  îVq)' 


d'où 

l'équation  (2)  devient 

elle  représente  une  conique  ayant  cinq  tangentes  communes 
avec  la  conique  (C)  ;  elle  se  confond  avec  cette  conique  ;  il 
en  résulte  qu'on  a  pu  disposer  de   [x  en  sorte  que  l'équa- 
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tion  (2)    représente   la  conique    (G).    Le    théorème   est   dé- 
montré ^*). 


183.  Si  les  deux  coniques  données  sont  tangentes  en  un 
point  A,  l'équation  (2)  est  l'équation  générale  des  coniques 
tangentes  aux  deux  coniques  au  point  A,  et  tangentes  aussi 
aux  deux  autres  tangentes  communes  que  ces  deux  coniques 
admettent. 

En  effet,  quel  que  soit  jjl,  l'équation  (2)  représente  une 
conique  qui  remplit  ces  conditions  ;  si  par  exemple  w^,  z;^,  ii\ 
sont  les  coordonnées  de  la  tangente  au  point  A,  on  aura 

/•(wo,  v^,  tv^)  =  0,  ^(wo,  V,,  w^)  =  0 

et 

//         fi         f    ' 

/i"o  '^"-^  '^% 

on  en  déduit  sans  peine 
et 

fK    ~    n,    ~    fi    ' 

ce  qui  montre  que  (2)  représente  une   conique  tangente   au 
point  A  aux  deux  coniques. 

Ensuite  on  peut  disposer  de  [j.  en  sorte  que  l'équation  (2) 
représente  une  conique  quelconque  (G)  satisfaisant  aux  condi- 
tions précédentes.  Il  suffit  comme  plus  haut  de  déterminer  (x 
en  sorte  que  l'équation  (2)  soit  vérifiée  par  les  coordonnées 
d'une  tangente  à  la  conique  (G).  Gette  équation  représentera 
alors  une  conique  tangente  à  la  conique  (G),  et  ayant  avec 
celle-ci  trois  autres  tangentes  communes;  ces  deux  coniques 
coïncident  (177). 

184.  Si  les  deux  coniques  données  sont  bitangentes,  Téqua- 


(1)  L'ensemble  des  coniques  représentées  par  réqiiation  (2)  constitue  ce 
qu'on  appelle  un  faisceau  tangentiel. 


206   COORDONNÉES  TANGENTIELLES. GÉOMÉTRIE  PLANE 

tion  (2)  est  l'équation  générale  des  coniques  bitangentes  à 
ces  deux  coniques.  Pour  le  prouver,  on  raisonne  comme  au 
numéro  précédent. 

185.  Si  les  deux  coniques  ont  un  contact  du  deuxième  ordre 
en  un  point  A,  Téquation  (2)  est  Féquation  générale  des  coni- 
ques ayant  au  point  A  un  contact  du  second  ordre  avec  cha- 
cune des  coniques  données,  et  tangentes  en  outre  à  la  tangente 
commune  aux  deux  coniques. 

Prenons   le  point  A  pour  origine  et  la  tangente  en  ce  point 

pour  axe  des  x  ;  les  équations   des  deux  coniques  s'écrivent 

(172) 

/"(w,  u,  w)^=  u^  -\-  '^bvw  -4-  "Ib'wu  4-  a"w^  =  0, 

fi{u,  V,  iv)  =  u^  H-  ^bvw  H-  ^b[ivu-\-a'iw^  =  0, 

et  l'équation  (2)  devient 

u^i-+-  fx)4-2ô(l-|-(x)î;M;-+-2(6'+  ixb[)ivu-^  {a"^  iia'[)w^  =  0 
ou 

u^-\-2bvw-i-2— — '—^  ivu-\ !— ^  '«'2  rrr  0; 

l  +  fJL  i-hlJ- 

cette  équation  représente,  quel  que  soit  jjl,  une  conique  ayant 
à  l'origine  un  contact  du  deuxième  ordre  avec  les  deux  co- 
niques données. 

Cette  conique  est  aussi  tangente  à  la  tangente  commune  aux 
coniques  données. 

Le  raisonnement  s'achève  com.me  dans  les  cas  précédents 
en  s'appuyant  sur  le  théorème  du  numéro  179. 

La  démonstration  est  légèrement  modifiée  si  le  point  A  est 
à  l'infini. 

186.  Si  les  deux  coniques  ont  un  contact  du  troisième  ordre 
en  un  point  A,  l'équation  (2)  est  l'équation  générale  des  co- 
niques ayant  au  point  A  un  contact  du  troisième  ordre  avec 
les  coniques  données. 

187.  Théorémk.  —  Le  lieu  des  j/ôles  cVune  droite  fixe  par  rapport  à 
des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  est  une  droite. 
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Considérons  deux  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère,  et  ayant 
pour  équations  tangentielles 

fi{u,  V,  lo)  =  0. 
L'équation  générale  des  coniques  inscrites  dans  ce  quadrilatère  sera 

f{u,  V,  w)-h  lJ-fi{ih  V,  Ic)  =:  0. 

Le  pôle  d'une  droite  fixe  (^^o)  ^o>  ^o^  V^^  rapport  à  l'une  de  ces 
coniques  aura  pour  coordonnées 

ce  point  décrit  la  droite  qui  a  pour  équation 

X        y        z 

^\      f\      ^^''o      —  0. 

Si  la  droite  donnée  est  à  l'infini,  nous  avons  le  théorème  de  New- 
ton (116). 

188.  Exercice.  —  Etant  donnés  un  cercle  qui  a  pour  centre  le 
point  0  et  une  parabole  P,  on  considère  toutes  les  coniques  G  ins- 
crites dans  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  communes  au 
cercle  0  et  à  la  parabole  P.  Trouver  l'enveloppe  des  polaires  A  du 
point  0  par  rapport  aux  coniques  G  ;  l'enveloppe  des  tangentes  T 
aux  coniques  G,  telles  que  les  normales  aux  points  de  contact  passent 
par  le  point  0,  et  l'enveloppe  des  axes  des  coniques  G. 

[Concours  général,  1889.) 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  passant  par  le  point  0,  i)x 
étant  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole.  Les  équations  tangentielles  du 
cercle  et  de  la  parabole  seront  respectivement 

au^  +  a'-y^  +  2&'^o^t  +  2b"uv  —  0. 
L'équation  générale  des  coniques  G  sera  alors 

f{u,  V,  w)  —  X[R2(t*2  _|_  ^2\  _  ^ç2j  _|.  ^j^2  _|_  ^'^2  _|_  2b' wu  -|-  2b"uv  =  0  . 

Soient  u,  v,  w  les  coordonnées  de  la  polaire  A  du  point  0  par 
rapport  à  l'une  des  coniques  G.  L'équation  du  pôle  est 

UAu+vz-^  +  Wf^^o, 

et  pour  que  ce  pôle  soit  à  l'origine,  il  faut  qu'on  ait 
1 

-  f^  =  XK^u -\-  au  H-  b"v  -f-  b'w  =  0, 


a 
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i 

-  fv  =  lïV^v  4-  b"u -\-a'v  =  0; 

en  éliminant  >^,  on  a  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe, 

-  {ufv  —  'ofuj  =  b"{u^  —  v^)  ■+■  [a'  —  a)îw  —  h' vie  z=  0. 

Cette  enveloppe  est  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  Oy. 
Soient  maintenant  u,  v,  w  les  coordonnées  d'une  tangente  ï  ; 
on  aura 

f[u,v,w)  =  Q-  (?) 

en  outre  la  droite  qui  joint  le  point  0  au  point  de  contact  a  pour 
coefficient  angulaire   ^;    pour  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  T,  il 

tu 

faut  que 

Éliminant  >v  entre  (p)  et  (y),  on  aura  l'équation  de  l'enveloppe. 
Cette  élimination  est  toute  faite,  puisque  l'équation  (y)  ne  renferme 
plus  X.  L'équation  (y)  est  donc  l'équation  de  l'enveloppe  des  droites 
T.  Or  cette  équation  est  la  môme  que  l'équation  (a).  Il  en  résulte 
que  les  droites  A  et  ï  ont  pour  enveloppe  la  même  parabole. 

Nous  n'avons  pas  utilisé  la  condition  (,3)  qui  exprimait  que  la 
droite  ï  était  tangente  à  la  conique  C.  Il  résulte  de  là  que  l'équa- 
tion (a)  est  l'équation  de  l'enveloppe  des  droites  A  qui  sont  per- 
pendiculaires aux  droites  joignant  le  point  0  à  leurs  pôles. 

Les  axes  des  coniques  C  jouissent  des  propriétés  des  droites  a,  et 
par  suite  sont  tangentes  à  la  parabole  (a). 

En  conséquence,  les  trois  séries  de  droites  considérées  ont  la 
même  enveloppe  :  c'est  la  parabole 

h"{ii^  —  -yS)  -I-  [a'  —  a)uv  —  h'vic  =  0, 

qui  a  son  axe  parallèle  à  Oy  ;  les  tangentes  menées  à  cette  para- 
bole par  le  point  0  sont  rectangulaires  ;  donc  la  directrice  de  cette 
parabole  est  la  droite  Ox. 

On  vérifiera  sans  peine  que  le  foyer  de  cette  parabole  est  sur  la 
droite  qui  joint  le  point  0  au  foyer  F  de  la  parabole  P,  à  une  dis- 
tance du  point  F  égale  à  OF. 

Tous  ces  résultats  peuvent  se  démontrer  géométriquement  (Voir 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3°  série,  tome  IX,  p.  35). 

189.  Supposons  maintenant  que  l'une  des  coniques  se  com- 
pose de  deux  points  P  et  Q  ayant  pour  équations 

P  zr  aw  4-  pu  H-  -^w  =  0, 
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c'est-à-dire  que  l'on  ait 

/■,(m,  v,iv)  =  F.Q] 
l'équation 

/■(w,  u,  lu)  -h  iJiPQ  =  0  (3) 

est  l'équation  générale  des  coniques  tangentes  aux  tangentes 
issues  des  points  P  et  Q  à  la  conique  (C)  qui  a  pour  équation 

/"(w,  V,  iv)  =  0. 

Si  le  point  P  est  situé  sur  la  conique,  les  tangentes  issues 
de  ce  point  sont  confondues  ;  l'équation  (3)  est  alors  l'équa- 
tion générale  des  coniques  tangentes  à  la  conique  donnée  au 
point  P  et  tangentes  aussi  aux  tangentes  issues  du  point  Q  à 
cette  même  conique. 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  analytiquement  ce  résultat  en 
prenant  le  point  P  à  l'origine,  la  tangente  en  ce  point  à  la 
conique  étant  Taxe  des  x. 

L'équation  de  cette  conique  sera 

au^  -h  a"îu^  +  '^bvw  -\-  Wivu  =  0, 

et  l'équation  (3)  s'écrit 

au^  -^  a"w^-  +  Ibvw  4-  Wivu  +  \i.w{(xu  4-  P'«  -H  ^w)  =  0  ; 

elle  représente  bien  une  conique  tangente  à  l'origine  à  l'axe 
des  X. 


190.  Exercice.  —  On  donne  une  ellipse  E  et  un  point  P  situé  dans 
son  plan.  Trouver  le  lieu  du  point  M  tel  que  les  tangentes  menées 
du  point  P  et  du  point  M  à  Vellipse  E  forment  un  quadrilatère 
circonscriptible  à  un  cercle. 

Soient  ahi^  +  hH^  —  ic^  =  0 

l'équation  tangentielle  de  l'ellipse  E,  a,  ;3  les  coordonnées  du 
point  P  et  a?,  î/  les  coordonnées  d'un  point  M  du  lieu.  L'équation 
générale  des  coniques  tangentes  aux  tangentes  issues  des  points  P 
et  M  à  l'ellipse  est 

\{a^u^ -^  hH^  —  w^) -h  {uy.  +  v^ ->r  wYux -\-  vij  -^  ic)  =  0. 

Écrivons  que  l'équation  représente  un  cercle  ;  on  a  (101) 

COORDONNÉES.   —  U  14 
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Éliminant  a  entre  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  du  lieu. 
La  première  peut  s'écrire 

A(l  —  À)c2  +  (1  _>,)(aa7—  ?î/)  rr  .^— —^ 2—. 

De  la  deuxième  on  tire 

X  =  -  (^-^)(y-i^) , 

et  en  remplaçant  dans  la  première,  on  obtient 

C2(a;2  _  a2)(i/2  _  p2)   _  (^2^2  _  p2^2^(a;2  +  y2  _  ^2  _  1^2) 

ou 

C2(a,2  _  a2)(^2  _  ^2)  _  ^^2(^2  _  jj2)  _  p2/a;2  _  a.^^^-]^^^^  _  a2_^,/2  _  p2j. 

Cette  équation  est  homogène  et  du  deuxième  degré  en  x^  —  a- 
et  y^  —  ?2  ;  elle  représente  deux  coniques  dont  les  équations 
s'écrivent 

W2  —  S2  î/2  _  32 

x^  —  oc'  X-  —  a^ 

mi  et  m^  étant  les  racines  de  l'équation 

t^m  =:  (a^m  —  p^){l  -\-vi). 

On  voit  aisément  que  ce  sont  les  deux  coniques  homofocales  à 
l'ellipse  E  qui  passent  par  le  point  P. 


191.  Coniques  homofocales.  —  Si  les  points  P  et  Q  sont 
les  points  cycliques  du  plan,  l'équation  (3)  est  Téquation  gé- 
nérale des  coniques  homofocales  à  la  conique  (C)  d'après  la 
définition  même  des  foyers. 

Si  les  axes  sont  obliques  et  font  Tangle  6,  on  sait  que  les 
points  cycliques  sont  à  l'infini  dans  les  directions  dont  les 
coefficients  angulaires  satisfont  à  Téquation 

m^  -h  2m  cos  0  -i-  1  =0. 

Pour  qu'une  droite  ux-}-  vy-hto  =  0  passe  par  l'un  de  ces 

u 
points,  il  faut  que  son  coefficient  angulaire satisfasse 

à  cette  équation,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 
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u^-{-v^  —  2wu  cos  6  =  0; 

telle  est  Téquation  de  Tensemble  des  points  cycliques. 
Il  en  résulte  que  l'équation  générale  des  coniques  homofo- 
^  cales  à  la  conique  (C)  est 

f{u,  V,  iv)  -\-  fjL(u^  -h  V-  —  ^uv  cos  6)  =  0. 

Si  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires,  cette  équa- 
tion devient 

f{u,  D,  w)  -h  ix{u^  -h  v^}  =r  0. 

.  Supposons  que  la  conique  soit  une  ellipse  rapportée  à  ses 
axes,  c'est-à-dire  que 

f{u,  v^  w)  ^  a^u^  H-  6^i;2  —  w"^  ; 

l'équation  des  coniques  homofocales  est 

«2^2  _^  ^2^2  _  ^^2  _^  j^(^2  _^  ^2^    _    Q 

OU 

et  l'équation  ponctuelle  correspondante  est 

^2  ^2 

h  TT- 1=0, 

résultat  connu. 

192.  On  peut  considérer  des  coniques  homofocales  comme 
inscrites  dans  un  quadrilatère  dont  deux  sommets  opposés  sont 
les  points  cycliques. 

Par  conséquent  le  lieu  des  pôles  d'une  droite  fixe  par  rapport 
à  des  coniques  homofocales  est  une  droite  (187)  qui  a  pour 
équation 


=  0, 


et  Ton  vérifie  aisément  que  cette  droite  est  perpendiculaire  à 
la  droite  donnée. 

193.  Coniques  bitangentes  à  une  conique  donnée.  —  Suppo- 
sons que  dans  l'équation  (3)  du  numéro  189  les  deux  points 


X 

y 

z 

A 

n. 

fk 

"o 

^0 

0 
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P  et  Q  soient  confondus  ;  cette  équation  devient 

/•(w,  V,  z^)-h{JiP2  =  0.  (4) 

Nous  allons  démontrer  que  cette  équation  est  l'équation  gé- 
nérale des  coniques  bitangentes  à  la  conique  (C),  les  points 
de  contact  étant  ceux  des  tangentes  menées  par  le  point  P  à 
cette  conique. 

Tout  d'abord  on  voit  que  Téquation  (4)  est  satisfaite  par  les 

valeurs  de  w,  v,  lo   qui   annulent  à  la  fois  /"(w,  u,  lu)   et  P, 

c'est-à-dire  par  les  coordonnées  des  tangentes  menées  du  point 

P  à  cette  conique.  Je  dis  de  plus  que  ces  tangentes  communes 

ont  mêmes  points  de  contact  dans  ces  deux  coniques;  en  effet, 

posons 

o{u,  V,  w)  =  f[u,  V,  îv)  4-  i^PS 

P  ^  aw  H-  [3z;  -h  yZf  ; 

on  aura 

c?L  =  A  -f-  2}.Pa, 

cp;  =  A(  +  2{.Pp, 

cp;„=/"^+2HtPY, 
et  si  on  remplace  dans  ces  identités  m,  u,  w  par  les  coordon- 
nées des  tangentes  menées  par  le  point  P,   on  a 

t'u   =   fi, 

?'v   =  fvi 

ce  qui  montre  que  ces  tangentes  touchent  les  deux  coniques 
aux  mêmes  points. 

On  verra  ensuite  aisément  qu'on  peut  déterminer  jji,  en  sorte 
que  l'équation  (4)  représente  une  conique  quelconque  bitan- 
gente  à  (C),  la  corde  des  contacts  étant  la  polaire  du  point  P  ; 
on  en  conclut  que  (4)  est  bien  l'équation  générale  cherchée. 

194.  Considérons  maintenant  un  quadrilatère  défini  par  les 
équations  de  ses  sommets, 

\  =  0,  B  =  0,         C  =  0,         D  =  0, 

A  et  G  étant  opposés  ainsi  que  B  et  D.  On  démontrera  aisé- 


ÉQUATIONS    GÉNÉRALES    DE    CONIQUES  213 

ment  que  l'équation  générale  des  coniques  inscrites  dans  ce 

quadrilatère  est 

ACh-hiBD  =:0. 

Si  Ton  suppose,  comme  dans  Texercice  du  numéro  15o,  que  le 
quadrilatère  soit  un  parallélogramme  ayant 
son  centre  à  l'origine  et  ses  côtés  parallèles 
aux  axes  de  coordonnées,  les  sommets  au- 
ront pour  équations 

A  =  uoL -i- v^ -{- yy  =  0, 
C  =  —  itx  —  v'^  -\-ic  =  0, 
B  =:  wa  —  vp  -f-  10  =  0, 
D  =  —  ucc  -\-  v^  -i-  10  =:  0  ; 
l'équation  générale  des  coniques  inscrites  sera  donc 
{uoL -j- v^ -{- io){ —  ua.  —  v'^-\-io)  +  fj.(wa  —  v'^-+-w){ — uoL-i-vp-{-w)  =:  0 

ou 

w^  —  {u%-hv?)^  -hix[w^  --  ux  —  v^)f  =  0, 

(1  +  ii)[ic^  —  u^0L^  —  v^P]  —  2uv^^{\  —ij.)=z0; 
en  posant 

"TT7"~    ' 

on  obtient 

r/^u^  _}_  Q^2^2  —  1^2  _|_  2amu   =:  0. 

Cette  équation  peut  être  considérée  comme  l'équation  générale 
des  coniques  tangentes  aux  tangentes  menées  à  Tellipse 

oL^u^  4-  p^y^  —  to2  _  0 
par  les  points  qui  ont  pour  équations 

M  =  0,  V  =  0, 

c'est-à-dire  les  points  à  l'infini  dans  les  directions  Ox  et  Oy. 

195.  Si  le  point  B  est  sur  la  droite  AC,  on  démontrera  aisé- 
ment que  l'équation 

AG  H-  fJiBD  =  0 

est  l'équation  générale  des   coniques  tangentes   aux  droites 
AD,  CD  et  à  la  droite  AC  au  point  B. 

Considérons  par  exemple  un  triangle  rectangle   AOB   dont  nous 
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prenons  les  côtés  pour  axes  de  coordonnées  ;  dési- 
gnons par  a  l'abscisse  du  point  A,  par  b  l'ordonnée 
du  point  B,  et  du  point  0  abaissons  OC  perpendi- 
culaire sur  AB. 
Cherchons  l'équation  générale  des  coniques  tan- 
"a     J      gentes  aux  trois  côtés  du  triangle  AOB  et  touchant 
le  côté  AB  au  point  C. 
Les  équations  des  points  0,  A,  B,  C  sont  respectivement 

10  =  0,     ua-i-ic  =  0,     vb-\-io=zO,     ab^u-\-a^v-^{a^-i- b^)w  =  0  ; 

l'équation  générale  des  coniques  considérées  sera 

{ua -{-  w)[vb  -h  'i»)  -h  iJ.io[ab^u  -\- a^bv  +  {a^-i-b^)io]  =z  0. 

196.  Enfin  si  Ton  a  trois  points 

A  =  0,  B  =  0,  G  =  0, 

réquation  générale  des  coniques  tangentes  en   A   et    B    aux 
droites  CA  et  CB  sera 

AB  +  piC^  =  0. 

Si  on  suppose  que  le  point  C  soit  à  Torigine,  A  sur  Ox  et  B  sur 
Oy,  l'équation  s'écrit 

(ua  +  w){v^  -\-w]-\-  yiio^  =  0 
ou 

a^uv  -\-  pvw  -+-  oiwu  +  Xio^  in  0, 

comme  on  l'a  vu  au  numéro  131. 

197.  On  peut  déduire  de  là  l'équation  générale  des  paraboles  dont 
on  connaît  un  diamètre  et  la  tangente  à  l'extrémité. 

Si  on  désigne  par  Xq,  y^  les  coordonnées  de  l'extrémité  du  dia- 
mètre, par  a,  p  les  paramètres  directeurs  du  diamètre  et  par  a',  jâ' 
ceux  de  la  tangente,  l'équation  générale  cherchée  est 

on  peut  en  effet  considérer  la  parabole  comme  tangente  à  la  droite 
de  l'infini,  le  point  de  contact  étant  dans  la  direction  du  diamètre. 

Si  les  directions  (a,  3)  et  (a',  p')  sont  perpendiculaires,  le  point 
(^0)  2/o)  6st  1g  sommet  de  la  courbe. 

198.  Exercice.  —  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  ayant  une  asymp- 
tote donnée  et  tangentes  en  un  point  donné  à  une  droite  perpendicu- 
laire à  Vasymptote. 


I 
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Prenons  l'asymptote  pour  axe  des  i/,  la  tangente  pour  axe  des  a?, 
et  désignons  par  a  l'abscisse  du  point  de  contact. 

Les  hyperboles  considérées  sont  tangentes  aux  droites  Ox  et  Oy, 
la  corde  des  contacts  étant  la  parallèle  à  Oy  menée  par  le  point  A. 

Les  équations  du  point  0  et  du  point  A  sont 

10  =  0,  wa  H-  10  =  0  ; 

celle  du  point  à  l'infini  dans  la  direction  Oy  est 

t?  =  0  ; 
nous  avons  ainsi  les  équations  des  points  de  contact  et  du  point  de 
rencontre  des  tangentes  ;  l'équation  générale  des  hyperboles  sera 
[ua  -{-w)v  -\-  \io^  rr  0. 

Les  foyers  seront  déterminés  par  les  équations 

l[x^-y^)-{-y  =  0, 

.  X        a         ^ 

lxy---^-:=zQ. 

En  éliminant  \  entre  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  du 
lieu.  On  trouve  ainsi 

x[x^-^y^)  —  a{x^  —  y^)  =  0, 
équation  d'une  strophoïde  droite. 

199.  Revenons  à  Téquation  (3)  du  numéro  189  et  supposons 
que  le  point  P  soit  situé  sur  la  conique  (C)  ;  nous  avons  vu 
que  cette  équation  est  l'équation  générale  des  coniques  tan- 
gentes à  la  conique  donnée  au  point  P  et  tangentes  aussi  aux 
tangentes  issues  du  point  Q.  à  la  même  conique. 

Supposons  de  plus  que  le  point  Q  soit  sur  la  tangente  au 
point  P  à  la  conique  (C)  ;  dans  ce  cas  l'une  des  tangentes 
issues  du  point  Q  coïncide  avec  la  tangente  en  P  ;  il  en  ré- 
sulte alors  que  Féquation 

f{u,  u,  iv)  H-  -aPQ  =  0 

est  Féquation  générale  des  coniques  ayant  au  point  P  un  con- 
tact du  deuxième  ordre  avec  la  conique  donnée,  et  tangentes 
à  la  tangente  issue  du  point  Q  à  la  même  conique. 

200.  Enfin,  si  le  point  Q  coïncide  avec  le  point  P,  l'équa- 
tion 


216   COORDONNÉES  TANGENTIELLES. GÉOMÉTRIE  PLANE 

est  l'équation  générale  des  coniques  ayant  au  point  P  un  con- 
tact du  troisième  ordre  avec  la  conique  (C),  en  supposant 
toujours  que  le  point  P  soit  sur  la  conique. 


EXERCICES     ET     NOTES 


1.  On  donne  deux  paraboles  ayant  pour  foyer  le  point  fixe  0  et 
pour  axes  les  deux  droites  rectangulaires  Ox  et  Oy.  Trouver  l'équa- 
tion de  la  tangente  commune  à  ces  deux  courbes. 

Trouver  le  lieu  décrit  par  le  milieu  dès  points  de  contact  quand  la 
tangente  commune  passe  par  un  point  fixe. 

On  a  aisément  les  coordonnées  delà  tangente  commune  en  résol- 
vant les  équations  tangenti elles 

piu"'  -h  v^)  —  2uw  z=z  0, 

q{îi^-  -hv^)  —  2vic  =.  0 

des  deux  courbes.  Le  lieu  demandé  a  pour  équation 

2xy[x'^  +  î/2)  —  (av^  —  "i^xAf  —  "ioLX^y  +  ^x^)  =  0, 

a,  P  désignant  les  coordonnées  du  point  fixe. 

2.  Lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère 
circonscrit  à  un  cercle. 

3.  D'un  point  P  du  plan  d'une  ellipse,  on  mène  les  quatre  nor- 
males, et  Von  considère  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  aux 
points  d'incidence.  Sur  quelle  courbe  doit  être  situé  le  point  V  pour 
que  le  quadrilatère  soit  circonscriptible  à  un  cercle  ? 

Soit  aHi^  4-  b^v^  —  1^2  —  q  l'équation  de  l'ellipse  ;  on  aura  une 
relation  entre  les  coordonnées  m,  v,  xo  d'une  tangente  en  un  point 
d'incidence,  en  écrivant  que  la  droite  qui  joint  le  point  P(a;,  y)  au 

(a^u           b^v\ 
j \     est  perpendiculaire  à  cette 

tangente  ;  on  obtient  ainsi 

c-iiv  —  uwy  -h  viox  =  0 
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il  suffit  alors  d'écrire  que  l'équation 

aHi^  4-  b^v^  —  10^  4-  ^[cHiv  —  uwy  -\-  vwx)  =  0 
représente  un  cercle;  on  élimine  X  et  on  a  l'équation  du  lieu, 

y-2  ^2  (.2 

4.  Lorsqu'une  conique  est  bitangenie  à  une  conique  donnée  et  tan- 
gente à  deux  droites,  le  pôle  de  la  corde  des  contacts  décrit  deux 
droites  formant  faisceau  harmonique  avec  les  deux  droites  données. 

5.  Lieu  des  pieds  des  normales  menées  d'un  point  à  une  parabole 
de  grandeur  constante  tangente  à  deux  droites  rectangulaires . 

Soit  M(a7,  y)  un  point  du  lieu;  on  mène  par  M  une  perpendicu- 
laire à  MO  ;  on  forme  l'équation  tangentielle  de  la  parabole  tangente 
aux  deux  axes  et  à  la  perpendiculaire  au  point  M,  et  il  suffit  d'écrire 
que  le  paramètre  de  cette  courbe  est  donné. 

On  trouve  pour  équation  du  lieu 

4a?  v(^^  +  y-)  —  p^i^'  —  a^^^-  +  y''?  =  0. 

6.  L'équation  tangentielle  générale  des  coniques  passant  par  deux 
points   a,  p,  Y  et  a',  ^',  y'  est 

(wa  +  -y^  4-  w^)'uoL  +  v'^'  -\-  i(r(')  +  ^ux  -f-  vg  -+-  icz)-  =z  0, 

X,  y,  z  désignant  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  des  tan- 
gentes aux  deux  points  donnés. 

7.  Lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  une  droite  et  admet- 
tant une  corde  commune  parallèle. 

Prendre  pour  axes  la  tangente  et  la  perpendiculaire  au  milieu  de 
la  corde  ;  se  donner  comme  paramètres  variables  les  coordonnées 
du  pôle  de  la  corde. 

8.  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère 
est  une  cubique  circulaire  passant  par  son  foyer  singulier.  Récipro- 
quement,  toute  cubique  circulaire  passant  par  son  foyer  singulier 
peut  être  définie  de  cette  manière. 

(G.  HuMBERT,  Nouvelles  Annales,  S''  série,  tome  XII,  p.  124). 

9.  Si  une  parabole  est  bitangente  à  une  hyperbole   èquilatère,  sa 
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directrice  est  perpendiculaire   au  milieii   de  la  droite  qui  joint   le 
centre  de  Vhyperhole  au  'pôle  de  la  corde  des  contacts. 
En  effet,  si  la  parabole  a  pour  équation 

a2(i(.2  _  v^)  —  w^-{-  [ux'  4-  vy'  ~\-  wf  =  0, 

sa  directrice  a  pour  équation 

2xx  H-  2yy'  —  x"^  —  y''^  =  0. 

10.  Lorsque  des  coniques  sont  inscrites  dans  un  quadrilatère,  il 
existe  deux  points  d'où  l'on  voit  les  coniques  sous  un  angle  droit. 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  ce  que  l'équation  du 
cercle  orthoptique  contient  linéairement  les  coefficients  de  l'équa- 
tion tangentielle.  Si  ces  coefficients  sont  fonctions  du  premier  degré 
d'un  paramètre,  les  cercles  orthoptiques  passent  par  deux  points 
fixes. 

On  en  conclut  que  les  cercles  décrits  sur  les  trois  diagonales 
d'un  quadrilatère  comme  diamètre  ont  même  axe  radical. 

11.  Si  quatre  coniques  sont  inscrites  dans  un  quadrilatère,  les 
pôles  d'une  droite  quelconque  ont  un  rapport  anharmonique  constant. 
(Chasles,  sections  coniques.) 

12.  La  somme  des  angles  que  font  avec  un  axe  fixe  les  tangentes 
communes  à  deux  courbes  algébriques  ne  change  pas  quand  on  rem- 
place ces  courbes  par  des  courbes  homofocales. 

Soient 

f{u,  V,  to)  =  0,  o[u,  V,  w)  =z  0 

les  équations  des  deux  courbes;  cherchons  la  somme  V  des  angles 
de  leurs  tangentes  communes  avec  Ox. 
Éliminons  lo  entre  les  deux  équations  ;  on  a  un  résultant 

R(w,  V)  =1  AqU"'  -+-  Aitt'»-iv  H AmV'  =  0  ; 

en  posant =  t,    on  a  l'équation  aux  coefficients  angulaires  ; 


on  en 

déduit 
l'on  pose 

tgV: 

R(i,i)  = 

Ai- 

-Ag  +  As 

ou  si 

"Ao- 
tg 

-Ai-hA.^-  ■■■ 

m, 

Or  pour  calculer  R(l,  i),  il  suffit  d'éliminer  to  entre  les  équations 
/*(!,  i,  w)  =  0     et     «?(1,  i,  w)  =2  0;    par  conséquent  V  ne  change 
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pas  si  on  remplace  les  équations  des  deux  courbes  respectivement 
par  les  équations 

f[u,  V,  ^o)-h{ll^-hv'')f^{^c,  v,  lo)  =  0, 
^(m,  -y,  w)  4-  [iiP'  H-  v-)Oi[u^  v,  w)  rr  0. 

Ce  théorème  est  dû  à  M.  G.  IIumbert. 

La  démonstration  qui  précède  a  été  donnée  par  M.  E.  Borel. 
[Nouvelles  Annales,  S**  série,  tome  IX,  p.  123). 

13.  Lieu  des  foyers  des  paraboles  hitangentes  à  un.  cercle  et  pas- 
sant par  un  point  fixen 

14.  Etant  données  les  équations  tangentielles  de  trois  coniques^ 
f  =1  0,  r:^  =  0,  (j;  =  0,  ayant  trois  tangentes  communes,  l'équa- 
tion générale  des  coniques  tangentes  à  ces  trois  droites  est 

En  déduire  Véquation  générale  des  coniques  tangentes  à  trois  des 
tangentes  communes  à  deux  coniques  données. 

Soient  /"=  0,  cp  =  0  les  équations  tangentielles  des  deux 
coniques,  et  P  =  0,  Q  =:  0  les  équations  de  deux  points  situés 
sur  une  tangente  commune  T.  Les  équations  des  deux  coniques 
pourront  s'écrire 

/•=AP+BQ  =  0, 

et  l'équation 

^  =  ABi-BA,  =0 

représentera  une  conique  tangente  aux  tangentes  communes  aux 
coniques  données,  excepté  à  la  tangente  T. 
L'équation  générale  demandée  sera 

a/'+po  +  Y(ABi  — BAi)  zrO. 

Appliquons  cela  à  la  recherche  de  l'équation  générale  des  co- 
niques tangentes  aux  trois  tangentes  communes  à  deux  paraboles. 
II  faut  exclure  la  droite  de  l'infini.  On  écrira 

f{u,  V,  w)  =  u{au  -}-  6"d  -f-  2b' w)  +  v{a'v  +  h"u  +  2&io)  =  0, 

cp(w,  V,  ic)  =  u{aiu  -+-  b'[v  +  2b\w)  -\-  v[a\v  -f-  b'iu  -\-  2biw)  =  0, 

et  l'équation  générale  sera 

«/"+??  +  ï[(«w  -f-  b"v  H-  2b'w]{a\v  -j-  b'[u  +  2biW) 

—  [aiU-^b'{v  +  2b\w)[a'v  +  b"u  +  2bio]]  =  0. 
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15.  Quand  deux  angles  sont  circonscrits  à  une  conique,  les  quatre 
côtés  et  les  deux  cordes  de  contact  sont  tangents  à  une  même  conique. 

L'équation  de  cette  conique  est 

-  [nfû^ + <v^ + wf:,^){ua^ + r/-,:^ + wa^)  =  o, 

Moi  ^0»  ^0   et   wi,  vx,  Wi   désignant  les  coordonnées  des  cordes  de 
contact. 

16.  L'équation  générale  des  paraboles  ayant  pour  foyer  le  point 
(a,  P)  est 

lê  -\- v^ -\- [ua ->r  v^  +  ic){lu  +  [i-v]  =  0, 
X,  [JL  étant  les  paramètres  directeurs  de  l'axe. 

17.  Pour  qu'il  existe  une  conique  passant  pa>^  deux  points  C  et  D, 
et  tangente  aux  tangentes  issues  de  deux  points  A  e^  B  à  une  conique 
S,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une  conique  passant  par  A  et  B,  et 
tangente  aux  tangentes  issues  de  Ci  et  D  à  la  conique  S. 

Si  l'on  suppose  que  les  points  C  et  D  soient  les  points  cycliques, 
on  a  l'exercice  résolu  au  numéro  190. 

Proposition  corrélative.  On  peut  en  déduire  la  propriété  suivante  : 
l'enveloppe  des  axes  radicaux  de  deux  cercles  dont  l'un  est  fixe  et 
Vautre,  variable,  reste  tangent  à  deux  droites  fixes,  se  compose  des 
deux  paraboles  qui  passent  par  les  points  communs  au  cercle  fixe  et 
aux  deux  droites  fixes. 

18.  Etant  données  deux  coniques  homofocales,  trouver  le  lieu  des 
sommets  des  angles  droits  AMA'  dont  les  côtés  MA  et  MA'  touchent 
respectivement  les  deux  courbes. 

Les  deux  autres  tangentes  MB  et  MB'  menées  de  M  aux  deux  co- 
niques se  coupent  aussi  à  angle  droit. 

Les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes MA  et  MA'  ou  MB  et  MB'  enveloppent  une  conique  homo focale 
aux  proposées. 

19.  Soient  A,  B  ef  C,  D  deux  couples  de  sommets  opposés  d'un  qua- 
drilatère circonscrit  à  un  cercle  ;  trouver  le  lieu  du  point  de  ren- 
contre des  tangentes  communes  aux  coniques  ayant  pour  foyers  k  et 
B  et  aux  coniques  ayant  pour  foyers  G  e<  D. 

[Revue  de  Mathématiques  spéciales^  tome  1,  p.  310). 
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20.  Une  parabole  de  grandeur  constante  se  déplace  en  restant 
tangente  à  deux  droites  perpendiculaires  ;  trouver  le  lieu  de  V extré- 
mité du  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  rencontre  des  deux 
droites. 

Soit  X,  y  un  point  du  lieu  ;  l'équation  générale  des  paraboles 
tangentes  aux  deux  axes,  et  dont  ce  point  est  l'extrémité  du  dia- 
mètre passant  par  l'origine  est 

[ux  ^-  U2/  H-  xo){ux  -\-  vg)  —  (ux  —  vy)^  ^^  0  ; 
il  suffit  alors  d'écrire  que  le  paramètre  est  constant. 

21.  Lieu  du  centre  d''une  hype7''bole  équilatère  de  grandeur  cons- 
tante bitangente  à  une  parabole. 

22.  Étant  données  des  coniques  liomo focales,  par  un  foyer  F  on 
mène  une  droite  fixe  ;  les  tangentes  aux  points  de  rencontre  de  cette 
droite  avec  les  coniques  enveloppent  une  parabole,  qui  a  pour  foyer 
le  deuxième  foyer  F'  et  pour  directrice  la  droite  fixe.  La  portion  de 
chaque  tangente  comprise  entre  la  conique  correspondante  et  la 
parabole  est  vue  du  foyer  F  sous  un  angle  droit. 

V    23.  Trouver  l'enveloppe  des  polaires   d'un  point  fixe  par  rapporta 
des  coniques  homofocales. 

L'équation  générale  des  coniques  étant 

«2^2  _f_    ^2^2  _  y^2  _,_  X(w2  _^  ^2)   —   0, 

la  polaire  du  point  a,  p  sera  déterminée  par 

[a^  H-  \)u  _  [b-  -\-\)v  _  —  10 

â     "~     p     ~  "■; 

En  éliminant  x  on  obtient  l'équation  de  l'enveloppe, 

c^uv  -\-  CCVW ^lOU  =Z  0, 

qui  représente  une  parabole  tangente  aux  deux  axes. 

24.  On  considère  des  coniques  homo focales ^  et  l'on  demande  l'en- 
veloppe des  normales  telles  que  les  tangentes  aux  points  d'incidence 
passent  par  un  point  fixe. 

Cette  enveloppe  est  la  même  que  la  précédente  ;  expliquer  pour- 
quoi a  priori. 

25.  On  a  vu  (ex.  23)  que  l'enveloppe  des  polaires  d'un  point  fixe 
par  rapport  à  des  coniques  homofocales  est  une  parabole.  Quelle 
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courbe  doit  décrire  le  point  fixe  'pour  que  le  point  de  contact  de  l'axe 
de  la  parabole  avec  son  enveloppe  coïncide  constamment  avec  le  foyer? 
La  parabole  a  pour  équation 

C'uv  +  ario  —  Pmo  =  0. 
Son  foyer  est  déterminé  par  les  équations 
[âa;  4-  a?/  —  0  , 

—  ao;  +  P»/  +  c2  =  0  ; 
on  en  tire 


•^  —  «2  +  ^2'  ^-       a=^  +  ^"2 

D'autre  part,  on  trouve  aisément  que  l'axe  de  la  parabole  a  pour 
équation 

c2(a2— 32) 

Considérons  a  et  P  comme  fonctions  d'une  variable  ;  cherchons 
l'intersection  de  l'axe  avec  la  droite  infiniment  voisine  et  écrivons 
que  ce  point  coïncide  avec  le  foyer.  11  sera  plus  simple  de  poser 

a.  =z  ç>  COS  10,  P  rr  p  sin  w 

et  de  considérer  p  comme  fonction  inconnue  de  to. 
L'équation  de  l'axe  s'écrit 

Qx  COS  co  +  ç>y  sin  co  —  c-  COS  2a)  =  0 
ou 

c-  COS  2to 

a?  +  î/  tg  tu =:  0. 

°  p  COS  co 

En  différentiant,  on  a  l'ordonnée  du  point  de  contact  de  l'axe  et 
de  son  enveloppe, 

y  = 2^^^^  ^(^  ^^^^  ^  +  0?  +  p'  COS  to  COS  2a>]. 

Écrivons  que  cette  quantité  est  égale  à  l'ordonnée  du  foyer 
—  c2p  c-  sin  (0 


ou ;    on  a 

p 


Intégrant, 


2p  sin  (o  COS  to  +  p'  cos  2a)  =  0, 

p'  _       sin  2to 
p  COS  2to 

Lp  =  -■  L  COS  2to  +  LA, 


P  =:  Ay/'COS  2tO. 

Cette  équation  représente  une  lemniscate  de  Bernoulli. 
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26.  Une  hyperbole  équilatère  homofocale  à  une  ellipse  intercepte 
sur  les  côtés  d\in  angle  droit  circonscrit  à  Vellipse  deux  cordes 
égales. 


27.  Si  l'on  considère  des  coniques  Jiomo focales,  le  lieu  des  points 
de  contact  des  tangentes  menées  par  un  point  P  pris  sur  Vun  des 
axes  est  un  cercle.  Les  cercles  qui  correspondent  à  deux  points  pris 
respectivement  sur  chacun  des  axes  se  coupent  orthogonalement. 

28.  On  considère  les  coniques  tangentes  à  deux  droites  rectangu- 
laires OA  et  OB  en  deux  points  variables  et  à  une  droite  AB  en 
un  point  C.  On  demande  le  lieu  des  foyers  de  ces  coniques.  Construire 
le  lieu  dans  le  cas  particulier  oii  le  point  C  est  au  milieu  de  AB  et 
examiner  ce  que  devient  ce  lieu  lorsque  G  étant  au  milieu  de  AB,  on 
a    OA  =  OB. 

29.  Former  l'équation  générale  des  coniques  pour  lesquelles  une 
droite  AB  donnée  en  longueur  et  en  position  est  un  diamètre,  et  qui 
sont  tangentes  à  une  droite  CD. 

Séparer  les  points  de  contact  de  cette  droite  qui  correspondent  à 
des  ellipses  de  ceux  qui  correspondent  à  des  hyperboles. 

Trouver  le  lieu  des  extrémités  du  diamètre  conjugué  de  celui  qui 
passe  par  le  point  de  contact. 

Prendre  pour  axes  AB  et  une  parallèle  à  CD  menée  par  le  milieu 
de  AB  ;  l'équation  générale  des  coniques  ayant  AB  pour  diamètre 
sera 

{ua  -\-  xo)[ua  —  lo]  +  X[m  +  vmY  =z  0, 

m  étant  le  coefficient  angulaire  des  tangentes  aux  points  A  et  B. 

30.  Etant  donnés  deux  points  A  et  B  sur  une  circonférence,  on 
demande  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  en  k  et  ^  aux 
cordes  MA  et  MB,  lorsque  le  point  M  décrit  le  cercle. 

31.  Une  ellipse  et  une  parabole  ont  un  foyer  commun,  et  le  second 
foyer  de  l'ellipse  se  trouve  sur  la  directrice  de  la  parabole;  démon-^ 
trer  que  le  triangle  ayant  pour  sommets  le  foyer  commun  et  les 
points  de  contact  d'une  tangente  commune  est  rectangle. 

En  prenant  pour  origine  le  foyer  commun  et  pour  axe  Ox  l'axe 
focal  de  l'ellipse,  on  voit  aisément  que  les  équations  des  deux 
courbes  sont 
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b^u^ -h  v'^)  —  2cuw  —  ic2  =  0  ,  (4) 

C{u2  _|_  ^2)  _|_  ^i^ç  _|_  2avio  =  0  , 

et  les  tangentes  communes  vérifient  l'équation 

(&2  4-  2c^]u  4-  2lb^v  +  C10  =  0;  (2) 

en  écrivant  que  les  droites  joignant  l'origine  aux  points  de  contact 
d'une  tangente  sont  rectangulaires,  on  a  une  condition  que  l'on 
peut  obtenir  en  combinant  (1)  et  (2). 

32.  Soient  A,  B,  C,  D  quatre  points  quelconques  d'un  plan,  Da, 
Db,  De  les  perpendiculaires  abaissées  de  D,  respectivement,  sur  les 
droites  BC,  CA,  AB.  Démontrer  que  les  trois  paraboles  ayant  pour 
foyers  les  points  A,  B,  C  et  poiçr  tangentes  aux  sommets  les  droites 
Da,  D&,  De,  sont  inscrites  à  un  même  triangle. 

Soient  (a:i,  yi),  {x^,  y^),  [x^,  y.^),  {x\  y')  les  coordonnées  des  points 
A,  B,  C,  D.  La  directrice  de  la  parabole  qui  a  pour  foyer  A  est  per- 
pendiculaire à  BG  et  passe  par  le  point  [2x'  —  a?!,  2y'  —  ?/i)  sy- 
métrique de   A   par  rapport  à  D. 

L'équation  de  la  directrice  est  donc 

[x^x^—  2x'){x2  —  xo)  -\-[y-^y^—  ^y'){y^  —  y-s)  =  0. 

Or  on  a  vu,  au  numéro  162^  que  l'équation  de  la  parabole  qui  a 
pour  foyer  le  point  (a,  p)  et  pour  directrice  la  droite  [uq,  Vq,  icy)  est 

{UqOl  h-  Vq^  h-  icq){u^  +  v2)  —  2(t(a  +  u|3  +  w){uUq  -+■  vVq)  =  0. 

L'équation  de  la  première  parabole  peut  donc  s'écrire 

(w2  -h  v^)[{x2  —  X3){xi  —  x')  H-  (i/2  —  y^^yi  —  y')] 

—  [uxi  -+-  vy^  4-  ic)[u{x2  —  xs)  +  v{y.2  —  ys)]  =  0. 

On  obtient  les  deux  autres  en  faisant  des  permutations  circulaires 
des  indices  1,  2  et  3. 

En  ajoutant  les  équations  des  trois  paraboles,  on  a  une  identité; 
on  en  conclut  que  ces  trois  courbes  sont  inscrites  au  même  triangle. 

33-  On  donne  un  triangle  ABC,  un  point  D  sur  le  côté  BC  et  un 
point  F  dans  le  plan.  On  considère  les  deux  coniques  inscrites  dans 
les  triangles  ABD,  ACD  et  ayant  pour  foyer  commun  le  point  F.  Le 
segment  qui  joint  les  points  de  contact  de  la  tangente  AD  est  vu  du 
point  F  sous  un  angle  dont  la  grandeur  est  indépendante  dit  point  D. 

34.  On  donne  un  triangle  et  un  point.  On  considère  trois  paraboles 
^ayant  le  point  pour  foyer  et  tangentes  à  deux  côtés  du  triangle.  Si 


I 
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l'on  mène  à  la  première  de  ces  paraboles  la  tangente  qui  coupe  per- 
pendiculairement le  troisième  côté  du  triangle^  et  de  même  pour  les 
deux  autres,  les  trois  droites  qu'on  obtient  ainsi  seront  tangentes  à 
une  même  parabole  homofocale  avec  les  trois  autres. 


35.  Étant  données  deux  paraboles  de  même  sommet  et  dont  les 
axes  sont  perpendiculaires  : 

1°  Trouver  le  lieu  des  potrits  tels  qu'une  tangente  menée  à  une 
parabole  et  une  tangente  menée  à  l'autre  soient  perpendiculaires  ; 

2°  Trouver  les  points  pour  lesquels  les  quatre  tangentes  sont per- 
2)endiculaires  deux  à  deux  ; 

3"  Trouver  l'équation  de  la  tangente  commune  réelle  aux  deux 
paraboles  ; 

4°  Trouver  le  lieu  de  la  projection  du  sommet  commun  sur  cette 
tangente  commune,  quand  le  point  dont  les  projections  sur  les  axes 
sont  les  foyers,  décrit  une  circonférence  ayant  son  centre  au  som- 
met commun. 

36.  Étant  données  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Oy  et  une  cir~ 
conférence  touchant  ces  deux  droites,  démontrer  que  le  foyer  d'une 
parabole  touchant  les  lignes  Ox,  Oy  et  la  circonférence  donnée  décrit 
une  circonférence  tangente  à  Ox  et  Oy. 

Démontrer  que  la  corde  de  contact  de  la  parabole  avec  l'angle  xOy 
enveloppe  une  hyperbole  équilatère  ayant  pour  foyer  le  point  0. 

37.  Une  conique  est  inscrite  dans  un  parallélogramme  ABCD.  La 
tangente  menée  en  un  point  M  de  la.  courbe  rencontre  les  côtés  BG 
CD  respectivement  en  R,  Q  ;  la  parallèle  à  BC  par  M  coupe  AB 
en  L,  et  la  parallèle  à  CD  par  M  coupe  AD  en  N.  Démontrer 
que  les  triangles   LMQ    et  NMR  sont  équivalents . 


COORDONNÉliS.   —    11  15 


CHAPITRE    XII 

OMBILICS  ET  DROITES  QUI  ONT  MÊME  PÔLE 
PAR  RAPPORT  A  DEUX  CONIQUES 


201.  On  appelle  ombilic  relatif  à  deux  coniques  un  point  de 
rencontre  de  deux  tangentes  communes. 

Comme,  en  général,  deux  coniques  admettent  quatre  tan- 
gentes communes,  les  six  sommets  du  quadrilatère  formé  par 
ces  tangentes  seront  des  ombilics.  Deux  sommets  opposés  de 
ce  quadrilatère  constituent  ce  que  nous  appellerons  deux  om- 
bilics correspondants  ou  un  couple  d'ombilics  ;  il  en  résulte 
qu'un  couple  d'ombilics  peut  être  considéré  comme  une 
conique  singulière  inscrite  dans  le  quadrilatère  des  tangentes 
communes. 

Cette  remarque  va  nous  permettre  de  déterminer  analytique- 
ment  les  ombilics. 

Soient,  en  effet, 

/(m,  V,  w)  =  au-  -+-  a'v^-^  a!'ic^^  Ibvw  h-  Wwu^W'uv  =  0,    (C) 
fi{u,  v,w)  =  aiU^-{-a'iV^-ha^io^-h2biViv-\-^b{wu-\-^bluv  =  0  (Cj) 

les  équations  des  deux  coniques. 

L'équation  générale  des  coniques  tangentes  aux  tangentes 
communes  à  (C)  et  à  (Ci)   est 

/•(w,  u,  w)  -H  lfi(u,  u,  îo)  =  0,  (1) 

^t  cette  équation  représentera  deux  ombilics  correspondants 
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si  le  discriminant  du  premier  membre  est  nul,  c'est-à-dire  si 

Ton  a 

a  -h  \ax     b"  -h  \b'[     b'  -h  \b'i 

a(X)  =     b"-^U'[     a' -^la[     b-{-Uy     =0.  (2) 

b'^W,     b-tUi     a"-{-la'; 

Cette  équation  est  du  troisième  degré  par  rapport  à  À  ;  comme 
à  chaque  racine  de  cette  équation  correspond  un  couple  d'om- 
bilics, on  voit  bien  que  les  deux  coniques  admettent  en  géné- 
ral six  ombilics  qui  seront  déterminés  si  Ton  peut  résoudre 
l'équation  (2). 

Connaissant  les  ombilics,  on  en  déduit  aisément  les  tan- 
gentes communes  ;  la  recherche  de  ces  tangentes  est  donc 
ramenée  à  la  résolution  d'une  équation  du  troisième  degré,  au 
lieu  de  l'équation  du  quatrième  degré  que  nous  avons  discu- 
tée dans  le  chapitre  X. 

Mais  la  considération  des  ombilics  etl'étude  de  l'équation  (2) 
présentent  un  intérêt  plus  puissant  que  celui  qui  s'attache  à 
la  simplification  toute  théorique  du  calcul  des  coordonnées 
des  tangentes  communes. 

Nous  allons  montrer  en  effet  dans  ce  qui  va  suivre  que  de 
la  nature  -des  racines  de  l'équation  (2)  on  peut  déduire  la  na- 
ture des  tangentes  communes  aux  deux  coniques. 

Auparavant  il  est  utile  de  rappeler  qu'étant  donnée  une 
équation  du  second  degré 

o(î/,    V,    lu)  =  0 

dont  le  discriminant  du  premier  membre  est  nul,  cette  équa- 
tion représente  deux  points  distincts  si  tous  les  mineurs  du 
discriminant  ne  sont  pas  nuls. 

Les  coordonnées  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  véri- 
fient les  équations 

cp'„  =  0,  o(,  =  0,  cp(„  =  0, 

lesquelles  n'admettent  qu'un  seul  système  de  solutions. 

En  outre  l'équation  ponctuelle  correspondante  représente 
une  droite  double,  qui  est  précisément  la  droite  joignant  les 
deux  points. 
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Si  maintenant  tous  les  mineurs  du  discriminant  de  la  fonc- 
tion   cp(w,  V,  w)     sont  nuls,  Téquation 

cp(w,  u,  iv)  =  0 

représente  deux  points  confondus  ou  un  point  double,  et  les 
équations 

cp;,  =  0,         cpi  =  0,         o[,  =  0 

ont  leurs  premiers  membres  proportionnels  et  sont  vérifiées 
par  les  coordonnées  d'une  droite  quelconque  passant  par  le 
point  double. 

202.  Désignons  par  Ax,  A-,,  A';,  B-,,  B-^,  B'i  les  coefficients 

de  fl4->^fli ,  a'-hla\ ,  . . . ,  b"-{-  lb'[  dans  le  développement 
du  déterminant  a(X);  on  aura  les  formules  (93) 

^a-^la,)^(l)  =  A'X-Bt     (64-X6,)A(X)  =  B^B^-AA 
(a'-f-Xa;)AlX)  =  A'^A,-Bl^     {b' -^U\)^{•k)  =  B'iB^- MK,  \    (3) 
(a"-hX<)A(X)  =  A-X— B:^     [b" -+-U'[)^{1)  =  B,B1-A::b^ 


Ces  équations  nous  montrent  que  si  une  racine  X'  de  l'équa- 
tion (^)  annule  tous  les  mineurs  de  A(X),  les  seconds  mem- 
bres des  équations  (3)  seront  divisibles  par  (X-r-X')^,  et 
comme  X'  ne  peut  annuler  toutes  les  quantités  a-+-Xai, 
<^H-Xai,  ...  ,  car  alors  les  coniques  coïncideraient,  on  en 
conclut  que  X'  est  au  moins  racine  double  de  l'équation  (2). 

La  réciproque  n'est  pas  vraie  ;  toute  racine  multiple  de  l'é- 
quation (2)  n'annule  pas  nécessairement  les  mineurs  du  dé- 
terminant A(X). 

203.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'à  toute  racine  simple 
de  l'équation  (2)  correspond  un  couple  d'ombilics  distincts. 

A  toute  racine  multiple  correspond  soit  un  couple  d'ombi- 
lics distincts,  soit  un  ombilic  double. 

204.  On  retrouve  la  même  équation  (2)  quand  on  cherche 
les  droites  qui  ont  même  pôle  par  rapport  aux  deux  coni- 
ques (C)  et  (C). 
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En  effet,  pour  qu  une  droite  {u,  v,  w)  ait  môme  pôle  par 
rapport  aux  coniques  (G)  et  (Ci),  il  faut  et  il  suffît  que  les 
équations 

u/'^  +  vA^  +  w/';  =  0, 
u/';u4-v/';,4-wA,,  =  0 

représentent  le  môme  point,  c  est-à-dire  que  l'on  ait 
f         f        f 

I  u      IV      /  10 

[lu  fiv  /i/o 

ou,  en  désignant  par    —  X     la  valeur  commune  de  ces  rap- 
ports, 

n  +  ¥i'.  =  0,  (4) 

Pour  que  ces  équations  admettent  des  solutions  en  w,  u,  w, 
il  faut  que  le  déterminant  A(X)  soit  nul. 

Si  une  racine  )/  n'annule  pas  tous  les  mineurs,  les  équa- 
tions (4)  ont  un  seul  système  de  solutions  ;  elles  déterminent 
une  seule  droite  ayant  même  pôle,  c'est  la  droite  qui  joint  les 
ombilics  correspondant  à  la  racine  V. 

Si  au  contraire  la  racine  X'  annule  tous  les  mineurs  de 
A(X),  les  équations  (4)  ont  leurs  coefficients  proportionnels  ; 
elles  déterminent  une  infinité  de  droites  passant  par  l'ombilic 
double  relatif  à  la  racine  X',  et  toutes  ces  droites  ont  même 
pôle  par  rapport  aux  deux  coniques. 

205.  Théorème.  —  Les  droites  doubles  '*)  i^elalives  à  deux  ra- 
cines différentes  de  V équation  (2)  sont  conjuguées  par  rapport 
à  toutes  les  coniques  du  faisceau  (1). 

Soient,  en  effet,  Wi,  Ui,  iV],  et  Wj,  f2,  W-i  les  coordonnées 
de  ces  droites,  et  X^,  Xg  les  racines  correspondantes  ;  on  a 


(1)  Il  est  naturel  d'appeler  droite  double  la  droite  joignant  deux  ombilics 
correspondants,  puisque  le  premier  membre  de  Téquation  ponctuelle  cor- 
respondante est  carré  parfait.  Une  droite  ayant  même  pôle  dans  les  deux 
coniques  sera  donc  une  droite  double  et  inversement. 
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du^          dui 

/^+X.f  =0. 

Multiplions  les  trois  premières  équations  de  gauche  par  u^, 
V2,  W2  respectivement  et  ajoutons-les  membre  à  membre  ; 
opérons  de  même  sur  les  trois  équations  de  droite  après  les 
avoir  multipliées  par  Wi,  v-^,  iv^  ;  on  obtient 

H  4-  XjK  =  0, 

H  +  XoK  =  0, 

en  posant,  pour  simplifier  récriture, 

df  df  df 

UU2  CfV2  UW2 

df,      df,       df, 

OUt  OV2  OW2 

On  déduit  de  là 

H  =  0,  K  -=  0, 

puisque  X,  est  différent  de  A2. 
On  a  alors,  quel  que  soit  X, 

H-hXK  =  0, 
ce  qui  montre  que  les  deux  droites  sont  conjuguées  par  rap- 
port à  la  conique 

/"(w,  u,  w)  4-  X/'i(m,  V,  w)  =  0. 

Cette  conclusion  subsiste  si  à  l'une  des  racines,  h,  par  exem- 
ple, correspond  un  ombilic  double  ;  dans  ce  cas  une  droite 
quelconque  passant  par  ce  point  est  conjuguée  de  la  droite 
joignant  les  ombilics  relatifs  à  X2  par  rapport  à  toutes  les  co- 
niques du  faisceau. 

206.  Théorème.  —  Les  couples  d'ombilics  relatifs  à  deux  ra- 
cines différentes  de  l'équation  (2)  n'ont  pas  de  point  commun. 
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Je  dis  qu'on  ne  peut  avoir 

P,  Q,  R  désignant  des  fonctions  linéaires. 
De  ces  relations  on  tirerait 

/•(X,_X,)  =  P(X,Q-X,R), 

A(X,-X2)  =  P(Q-R); 

les  deux  coniques  se  composeraient  alors  chacune  de  deux  sys- 
tèmes de  points,  et  ces  deux  systèmes  auraient  un  point  com- 
mun. Dans  ce  cas  le  premier  membre  de  Téquation  (1)  se  ré- 
duirait à  un  produit  de  deux  facteurs,  quel  que  soit  X,  et 
Téquation  (2)  serait  identiquement  satisfaite. 

Le  théorème  subsiste  si  à  Tune  des  racines,  Xi  par  exemple, 
correspond  un  ombilic  double  P  ;  aucun  des  deux  ombilics 
relatifs  à  Xo  ne  peut  coïncider  avec  le  point  P. 

207.  Théorème.  —  A  toute  racine  simple  de  l'équation  (2)  cor- 
respondent deux  ombilics  distincts  et  la  droite  qui  les  joint  n'est 
tangente  à  aucune  conique  du  faisceau  (1). 

Si  à  une  racine  multiple  correspondent  deux  ombilics  distincts, 
la  droite  qui  les  joint  est  tangente  au  même  pointa  toutes  les  co- 
niques du  faisceau  (  1  ). 

On  sait  que  la  dérivée  d'un  déterminant  dont  les  éléments 
sont  fonctions  d'une  variable  est  égale  à  une  somme  de  déter- 
minants qu'on  déduit  du  déterminant  donné  en  remplaçant 
successivement  dans  chaque  colonne  les  éléments  par  leurs 
dérivées. 

On  a  alors 


tti    b"^Ab'[    b'-hlbi 
ii'[\)=  b'[    a'H-Xai    b-^lb, 
b\    b-hU^    a"-^la'[ 

qu'on  peut  écrire 

A'(X)  =  a,Ax-+-a;A-i-haM+26iBx4-2éiB^^2ôïB: 


a-hXai  b'i  b'-hU[ 
b"-hUl  a\  b-hUi 
b'-hU[  b,  al'-^la!'. 


a-t-Xai  b"^lb\  b\ 
b"^W[  a'-f-Xa;  b^ 
b'-hlb[    b-hU^    a\ 
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En  différentiant  de  même  les  trois  déterminants  dont  la 
somme  constitue  a'(>),  on  a 

I  A"(X)  =  Ai(a  H-  Xai)  +  k[{a'  -h  \a[)  -\-  Aî(a"  -f-  la",) 

où  Al,  Al,  . . .,  B'{  désignent  les  mineurs  du  discriminant  de 
la  forme  /*i(m,  Vy  w). 

Cela  posé,  soient  Wi,  Ui,  w^  les  coordonnées  de  la  droite 
joignant  les  ombilics  relatifs  à  la  racine  Xi  de  Féquation  (2); 
on  a,  [JL  étant  un  nombre  différent  de  zéro  (26), 

ul  =  nAx^,  v\  =  fjiA^,,  w\  =  [jiAx^, 

î^i^i  =  [jlBx,,  «^iMi  ==  [jlB-1_,  WiUi^flBx,; 

on  en  déduit 

A(wi,  Ul,  w;i)  =  !J-A'(^i). 
Comme  on  a  aussi 

/(wi,  Ul,  z(;i)  +  Xi/;(mi,  u„  Wy)  =  0, 

on  en  déduit 

/■(wi,  Ul,  zui)  =  —  fxXiA'(Xi), 

et  par  suite,  on  a,  quel  que  soit  X, 

En  conséquence,  si  Xi  est  racine  simple,  a'(Xi)  n'est  pas 
nul  ;  il  en  est  de  même  du  premier  membre  de  cette  dernière 
relation;  par  suite,  la  droite  (w^,  Vl,w^)  n'est  tangente  à  aucune 
conique  du  faisceau  ^^\ 

Si  au  contraire  X,  est  racine  multiple,  a'(Xi)  est  nul  et  la 
droite  Wi,  Ui,  Wi  est  tangente  à  toutes  les  coniques  du  fais- 
ceau ^^\ 

Le  point  de  contact  est  le  même  pour  toutes  les  coniques 
puisque  la  droite  a  même  pôle  par  rapport  à  ces  coniques. 

208.  Supposons  que  la  racine  Xi  soit  racine  triple  ;  on  aura 

(^)  Cette  démonstration  est  due  k  M.  Koenigs. 

Nous  nous  sommes  d'ailleurs  servi  dans  l'exposition  de  cette  théorie  d'un 
excellent  mémoire  publié  par  M.  Niewenglowski  dans  la  Revue  de  Mathé- 
matiques Spéciales,  tome  I,  page  285. 
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alors 

A"(xo  =  0, 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  l'expression  précédente, 

Ai(a-+ Xifli)-}- A((a' -hXia()4-A';(a"-h  Xia;)H =  0. 

Désignons  par  x,  y,  z  et  x',  ?/',  z'  les  coordonnées  des  deux 
ombilics  :  on  aura 

/*(m,  V,  lu)  H-  Xi/'i(m,  V,  iv)  =  {ux-i-  vy  -h  ivz){ux'  -\-  vy'  -f-  wz')  ; 
on  en  tire 

a  -\-  ittyX  =  xx\  a!  -\-  Xia',  =  yy\  a!'  -\-lid[  =  zz', 

%b^\b^)=yz'-^zy\  'l{b'-{-k^b[)=zx!-\-xz',   '^[b"-i-\b'[)=xy'-\-yx' , 
et  la  condition  précédente  devient 
k,xx' +k[yy'^k[zz'+^,[yz'+zy')+^[[zx' -^-xz')+W,[xy' +yx')  =0  ; 

elle  exprime  que  les  deux  ombilics  sont  conjugués  par  rapport 
à  la  conique  (Ci). 

Or  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  P  et  Q  est  tangente 
au  même  point  M  à  toutes  les  coniques  du  faisceau,  en  parti- 
culier à  la  conique  (Ci)  ;  donc  l'un  des  points  P  ou  Q  se  con- 
fond avec  le  point  M. 

Dans  le  cas  où  /(w,  u,  w)  -h't}^ifi{u^  v,  w)  est  carré  parfait, 
à  la  racine  Xi  correspond  un  point  double  {x,  y,  z)  ;  la  rela- 
tion qui  précède  s'écrit 

Aia:2  -\-  A(y-2  -i-  Ajz^  -h  2Biî/z  -{-  ^B[zx  -h  ^B'[xy  =  0  ; 

ce  point  double  est  situé  sur  la  conique  (Ci). 

Avant  de  passer  à  la  discussion  de  l'équation  (2),  il  nous 
reste  à  établir  les  théorèmes  suivants  au  sujet  de  la  réalité  des 
ombilics. 

209.  Théorème.  —  A  une  racine  réelle  de  l'équation  en  X  cor- 
respondent ou  deux  ombilics  réels^  ou  deux  ombilics  imaginaires 
conjugués. 

Nous  supposons  bien  entendu  réels  les  coefficients  des  équa- 
tions des  deux  coniques. 

Comme  X  est  réel,     f{u,  v,  iu)-\-'k/'i{u^  u,  iv)     est  décompo- 
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sable  en  une  somme  algébrique  de  deux  carrés  à  coefficients 
réels.  Si  ces  deux  carrés  sont  affectés  de  coefficients  de  signes 
contraires,  V4-/i  se  décompose  en  un  produit  de  deux  fac- 
teurs à  coefficients  réels.  Si  cesdeux  carrés  sont  affectés  de  coeffi- 
cients de  même  signe ,  /*-!-  X/",  se  décompose  en  un  produit  de 
deux  facteurs  dont  les  coefficients  sont  imaginaires  conjugués  ; 
les  deux  ombilics  correspondant  à  ces  facteurs  sont  également 
imaginaires  conjugués,  mais  la  droite  qui  les  joint  est  réelle. 
On  peut  donc  dire  qu'à  une  racine  réelle  de  l'équation  en  X 
correspond  une  droite  réelle  ayant  même  pôle  par  rapport  aux 
deux  coniques. 

210.  Théorème.  —  A  une  racine  imaginaire  de  l'équation  en  X 
correspondent  deux  ombilics  imaginaires  non  conjugués^  et  la 
droite  qui  les  joint  est  imaginaire. 

Soit     a  -h  pi     la  racine  imaginaire  ;  si  l'équation 

représentait  deux  points  réels]  ou  imaginaires  conjugués,  on 
aurait 

/-+  (a  +  ^i)f,  ~  (Y  +  80(F  +  sQ^),         (^=±\) 

P  et  Q  étant  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  réels. 
On  en  déduirait 

et  l'on  voit  aisément  que  f  et  fi  auraient  leurs  coefficients 
proportionnels. 
On  aura  donc 

/•-+-(«+  ?i)f,  =  (P  -H  fQ)(P'  -4-  iQ') 
et 

f^{.-?i)n  =  {P-iQ){V'-iQ'). 

On  voit  de  plus  que  la  droite  qui  joint  les  ombilics 
p4-iQ  =  0  et  P'-hiQ'  =  0  est  imaginaire,  car  si  elle  était 
réelle  ses  coordonnées  annuleraient  P,  Q,  P',  Q';  elle  coïnci- 
derait avec  la  droite  joignant  les  ombilics  imaginaires  conju- 
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gués,  ce  qui  est  impossible  en  vertu  du  théorème  207,  puis- 
que la  racine     a  -t-  pi  est  simple. 

Donc  à  une  racine  imaginaire  de  Téquation  en  X  correspond 
une  droite  imaginaire  ayant  même  pôle  par  rapport  aux  deux 
coniques. 

211.  Discussion  de  l'équation  en  À. 

Premier  cas.  —  L'équation  en  X  a  ses  trois  racines  distinctes. 
Soient  X^,  X2,  Xg  les  trois  racines  ;  on  a 

/•-h  X/i  =  PiQi,        f-\-Wi  ^  P2Q2,        /'-H  >^3A  =  P3Q3. 

Les  six  points  Pi,  Qi,  Pg,  etc.  sont  différents  et  la  droite 
qui  joint  deux  ombilics  correspondants,  tels  que  Pi  et  Qi  par 
exemple,  ne  contient  aucun  des  quatre  autres  ombilics  (207). 

Les  quatre  droites,  P1P.2,  P1Q2,  Q1P2,  Q1Q2  forment  alors  un 
quadrilatère  dont  les  côtés  sont  les  quatre  tangentes  com- 
munes aux  deux  coniques  ;  les  points  Pg  et  Q3  sont  les  autres 
sommets  de  ce  quadrilatère. 

Donc  quand  l'équation  (1)  a  ses  racines  distinctes,  les  deux 
coniques  ont  quatre  tangentes  communes  différentes. 

Les  trois  droites  PiQi,  P2Q2,  P3Q3  constituent  un  triangle 
conjugué  commun  par  rapport  à  toutes  les  coniques  du  fais- 
ceau. 

En  ce  qui  concerne  la  réalité,  on  peut  faire  les  hypothèses 
suivantes  : 

1**  Supposons  les  trois  racines  X^,  Xg,  X3  réelles. 

Si  les  quatre  points  Pi,  Qi,  P2,  Qo  sont  réels,  les  quatre 
tangentes  communes  sont  réelles;  il  en  est  alors  de  même  des 
deux  autres  points  P3  et  Q3  ;  le  triangle  conjugué  commun  est 
réel,  ses  côtés  sont  les  diagonales  du  quadrilatère  des  tan- 
gentes communes. 

On  voit  en  même  temps  que  si  deux  couples  d'ombilics  sont 
réels,  le  troisième  couple  est  également  réel. 

Si  les  quatre  points  P^,  Qi,  P2,  Q2  sont  imaginaires  conju- 
gués deux  à  deux,  les  quatre  tangentes  communes  sont  ima- 
ginaires; en  effet  la  droite  P1P2  par  exemple  ne  peut  être  réelle 
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puisqu'elle  rencontre  en  un  point  imaginaire  Pi  la  droite 
réelle  PiQi. 

Mais  les  deux  points  P3  et  Q3  sont  réels,  car  le  point  P3  par 
exemple  est  l'intersection  des  tangentes  P1P2  et  Q1Q2  qui  sont 
imaginaires  conjuguées;  il  en  est  de  même  pour  Q3. 

Le  triangle  conjugué  commun  est  toujours   réel. 

S"*  Supposons  Xi  et  X2  imaginaires  conjuguées  et  ^3  réelle.  Les 
points  Pi  et  Qi  sont  imaginaires  non  conjugués,  mais  ils  sont 
respectivement  imaginaires  conjugués  de  P2  et  Qo.  Les  droites 
P1P2  et  Q1Q2  sont  alors  réelles  et  les  droites  P1Q2  et  PoQi 
imaginaires  conjuguées,  puisqu'elles  rencontrent  en  des  points 
imaginaires  les  droites  réelles  P1P2  et  Q1Q2;  P3  et  Q3  sont  réels. 

Dans  ce  cas  les  deux  coniques  admettent  deux  tangentes 
réelles  et  deux  tangentes  imaginaires  conjuguées. 

Le  triangle  conjugué  commun  a  un  côté  réel  et  les  deux  au- 
tres côtés  imaginaires  conjugués. 

On  peut  donc  résumer  de  la  manière  suivante  les  résultats 
de  cette  première  partie  : 

Quand  l'équation  en  X  a  trois  racines  réelles  et  distinctes, 
les  deux  coniques  ont  quatre  tangentes  communes  réelles  ou 
quatre  tangentes  communes  imaginaires  conjuguées  deux  à 
deux,  et  le  triangle  conjugué  commun  est  réel  ^^K 

Quand  l'équation  en  X  a  une  racine  réelle  et  deux  racines 
imaginaires  conjuguées,  les  deux  coniques  ont  deux  tangentes 
communes  réelles  et  deux  tangentes  communes  imaginaires 
conjuguées.  Le  triangle  conjugué  commun  a  un  côté  réel  et 
deux  côtés  imaginaires  conjugués. 

212.  Deuxième  cas.  —  L'équation  en  À  a  une  racine  double 
n  annulant  pas  tous  les  mineurs  de  A(X)  et  une  racine  simple. 

Soit  Xi  la  racine  double  et  X2  la  racine  simple;  à  chacune 
de  ces  racines  correspond  un  couple  d'ombilics  distincts. 

(1)  Pour  que  les  quatre  tangentes  communes  soient  réelles,  il  faudra  qu'à 
deux  racines  au  moins  de  Téquation  en  X  correspondent  des  couples  d'om- 
bilics réels,  c'est-à-dire  qu'au  moins  deux  racines  rendent  négatif  Ax  ou 

K  (25). 
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On  a 

/•+  À/i  =  PiQi,  /•-+-  l.f,  =  P2Q2. 

La  droite  PiQi  est  tangente  à  toutes  les  coniques  du  fais- 
ceau au  même  point;  par  conséquent  l'ensemble  des  deux 
points  P2  et  Qa  constituant  une  conique  du  faisceau,  on  voit 
que  l'un  de  ces  points,  Pg  par  exemple,  sera  situé  sur  PiQi. 

Les  deux  coniques  sont  alors  tangentes  au  point  Pa  et  ad- 
mettent pour  tangentes  communes  les  droites  P1Q2  et  Q1Q2. 

Les  deux  droites  PiQi  et  P2Q2  étant  réelles,  leur  point  de 
rencontre  P2  est  réel  ;  il  en  est  de  même  de  Q2.  Par  suite,  à  la 
racine  simple  Xg  correspond  toujours  un  couple  réel. 

Si  à  la  racine  double  correspond  un  couple  réel,  les  deux 
tangentes  P1Q2  et  Q1Q2  sont  réelles,  tandis  que  si  le  couple 
relatif  à  la  racine  double  se  compose  de  deux  points  imagi- 
naires conjugués,  les  deux  tangentes  P1Q2  et  Q1Q2  sont  ima- 
ginaires conjuguées. 

On  voit  donc  que  dans  ce  cas  les  deux  coniques  sont  tan- 
gentes en  un  point  réel  et  admettent  deux  autres  tangentes 
communes  réelles  ou  imaginaires  conjuguées. 

213.  Troisième  cas.  —  Uéquation  en  1  a  une  racine  double 
annulant  tous  les  mineurs  de  A(X)  et  une  racine  simple. 

li  désignant  la  racine  double  et  X,  la  racine  simple,  on 
aura 

/'+x./;  =  pf,         f-\-hfi  =  ^A; 

la  droite  P2Q2  ne  peut  passer  par  le  point  Pi,  puisque  cette 
droite  ne  peut  être  tangente  à  aucune  conique  du  faisceau. 
De  ces  équations  on  tire 

On  voit  ainsi  que  les  deux  coniques  sont  tangentes  aux 
points  P2  et  Q2  aux  droites  P1P2  et  P1Q2.  (196) 

Le  point  Pi  est  toujours  réel,  les  points  P2  et  Q2  peuvent 
être  réels  ou  imaginaires  conjugués. 

Dans  ce  cas  les  droites  qui  ont  même  pôle  par  rapport  aux 
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deux  coniques  se  composent  de  la  droite  P2Q2  et  de  toutes 
les  droites  passant  par  le  point  Pi. 

214.  Quatrième  cas.  —  IJ équation  en  1  a  une  racine  triple 
n'annulant  pas  tous  les  mineurs  de  A(X). 

Soit  Xj  cette  racine  ;  on  a 

/'+V,  =  PiQ,. 

Nous  avons  vu  que,  dans  cette  hypothèse  (208),  les  deux 
coniques  sont  tangentes  au  point  Pi  à  la  droite  PiQi,  et  elles 
admettent  une  seconde  tangente  commune  passant  par  le 
point  Qi. 

Elles  ont  au  point  Pi  un  contact  du  deuxième  ordre,  puis- 
qu'on a  Fidentité 

/•^-Xi/i  +  PiOi 

et  que  le  point  Pi  est  sur  la  conique  (C)  (199). 

La  droite  PiQi  est  la  seule  droite  qui  a  même  pôle  par  rap- 
port aux  deux  coniques. 

215.  Cinquième  cas.  —  L^ équation  en  l  a  une  racine  triple 
annulant  tous  les  mineurs. 

Xi  désignant  cette  racine,  on  a 

et  nous  avons  vu  (208)  que  le  point  Pi  était  sur  la  conique  (Ci). 
Il  en  résulte  (200)  que  les  coniques  ont  au  point  Pi  un 
contact  du  troisième  ordre,  puisqu'on  peut  écrire 

Toute  droite  passant  par  le  point  Pi  a  môme  pôle  par  rap- 
port aux  deux  coniques. 

216.  Terminons  cette  discussion  en  cherchant  dans  quel 
cas  le  premier  membre  de  l'équation  en  X  est  identique- 
ment nul. 

En  décomposant  a(X)  en  une  somme  de  déterminants,  on 
obtient  sans  difficulté 

A(X)   rrr  A  H-  ex  -h  BjX^  +  AiX% 
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A  et  Al  désignant  les  discriminants  des  fonctions  f\u,  v,  iv) 
et  fi{ii^  Vy  w)^  et  en  posant 

e  =  Aai  -h  Ma,  4-  M'a[  -+-  ^U,  -h  2B'ô;  -+-  '^^'b'i 
0,  =  Airt  -h  A'iû'  H-  A;a"  H-  2Bi6  +  W,b'  -h  2B';<5»". 
Pour  que  a(X)  soit  identiquement  nul,  il  faut  qu'on  ait 
A  =  0,  0  =  0,  01  =  0,  Al  =  0. 

Les  conditions  a  =  0,  Ai  =  0  expriment  que  les  deux 
coniques  se  composent  de  deux  systèmes  de  points  P,  Q 
et  Pi,  Qi. 

On  voit  aisément  w  que  la  condition  0  =  0  exprime 
que  la  droite  PQ  est  tangente  à  la  conique  (Ci),  c'est-à-dire 
passe  par  l'un  des  points  Pi,  Qi.  De  même  la  condition 
01  =  0    exprime  que  la  droite  PiQi  passe  par  l'un  des  points 

P,  Q. 

Ces  deux  conditions  seront  réalisées  simultanément  si  l'un 
des  points  P,  Q  coïncide  avec  l'un  des  points  Pi,  Qi  ou  si  la 
droite  PQ  coïncide  avec  la  droite  PiQi. 

Tels  sont  les  seuls  cas  011  l'équation  en  X  est  indéter- 
minée. 

217.  Les  racines  de  l'équation  en  a  sont  liées  .d'une  façon 
très  simple  aux  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  qu'on 
obtient  quand  on  cherche  les  sécantes  communes  aux  deux 
coniques. 

L'équation  en  X  peut  en  effet  s'écrire 

A  -+-  X0  -^  X201  -+-  X^Ai  =  0, 

en  posant 

0  =  Aai  -+-  A'a'i  -+-  A"ai  -h  2Bôi  H-  2B'^'i  -f-  2BX , 

01  =  Aia  -+-  k\a'  -h  k'ia"  -h  ^IB^h  -h  Wib'  -h  2B';^". 
D'autre  part  les  équations  ponctuelles  des  deux  coniques 

sont 

^{x,  y,  z)  =  Ax^  +  A'if  +  A"z'  +  2B?/s  -[-  2Wzx  -+-  2Wxy  =  0, 
o,{x,  y,  z)  =  AiX''-^A\y^-hA",z^-\-'iBiyz-h2B[zx-^2B\xy  =  0, 

(1)  Car  si  u,  v,  w  désignent  les  coordonnées  de  la  droite  PQ,  u"^,  v-,  etc. 
sont  proportionnels  à  A,  A',  etc. 
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et  l'équation  du  troisième  degré  exprimant  que 

?{^,  y,  z) -H  {^?i(^5  !/,2)  =  0 
représente  deux  droites  est 

A-4-[aAi     B"4-!7.B';     B'H-i^B; 

B"-f-îJiB;     A'-hniA;     B-+-HtBi     =0. 

B'-h-aB;     B  +  HiBi     A"H-|JiA^ 

Désignons  jpar  8  et  ôi  les  discriminants  des  fonctions 
o(.r,  2/,  z)  et  Oi{x,  y,  z);  par  a,  a',...  aj,  a'^...  les  coefïi- 
cients  de  A,  A', . . .  Ai ,  A;  . . .  dans  le  développement  de  S 
et  de  0^  ;  l'équation  précédente  pourra  s'écrire 

en  posant 

6  =  aAi  4-  oc'Ai  +  a"A';  +  2[3Bi  +  2^'B;  +  2?%-, 
01  =  «lA  -H  a'iA'  -f-  ai'A"  -+-  2^B  -h  2P;B'  +  2pîB". 
Or  on  sait  que 


plus 

S==AS              8i  =  Af; 

oc  =  A'A"  — B^  =  a^, 

a'  =  A"A  — B'^  =  a'A, 

?  =  B'B"— AB  =  6A, 

On  aura  donc 

et  par  suite  l'équation  en  jj.  s'écrira 

a2  +  lx^Q^  -+-  [jL^A^e  +  li.^^l  =  0. 


A       1 


Si  l'on  remplace  dans  cette  équation  [x  par  —  •  t  ^   on  ob- 

^^     A 

tient  l'équation  en   X;    par  conséquent  les  racines  des  deux 
équations  sont  liées  par  la  relation 

A 

Il  résulte  de  là  que  les  valeurs  de  [^  sont  réelles  ou  imagi- 
naires en  môme  temps  que  les  valeurs  de  X. 

On  voit  ainsi  que  les  tangentes  communes  et  les  points 
communs  seront  tous  quatre  de  môme  nature. 
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11  y  a  quatre  cas  possibles  :  quatre  points  réels  et  quatre 
tangentes  i  éelles,  quatre  points  imaginaires  et  quatre  tangentes 
réelles,  quatre  points  réels  et  quatre  tangentes  imaginaires, 
enfin  quatre  points  imaginaires  et  quatre  tangentes  imagi- 
naires. 

Si  deux  tangentes  seulement  sont  réelles,  les  deux  coniques 
n'auront  que  deux  points  réels. 


218.  Plaçons-nous  dans  le  premier  cas  et  supposons  que 
les  deux  coniques  aient  quatre  tangentes  communes  réelles 
et  quatre  points  de  rencontre  réels. 

Nous  avons  démontré  qu'il  existait  alors  trois  droites  ayant 
même  pôle  par  rapport  aux  deux  coniques  et  que  ces  droites 
étaient  les  diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  ; 
de  plus  ces  droites  forment  un  triangle  conjugué  commun  dont 
les  sommets  sont  les  seuls  points  qui  ont  même  polaire  par 
rapport  aux  deux  coniques. 

On  déduit  de  là,  à  l'aide  du  principe  de  dualité,  ou  l'on 
peut  établir  directement,  que   si   deux  coniques   ont  quatre 

points  communs, 
il  existe  trois 
points  ayantmême 
polaire  et  que  ces 
points  sont  les 
centres  des  cou- 
ples de  sécantes 
communes. 

En  conséquen- 
ce ,  les  diagona- 
les du  quadrila- 
tère des  tangentes 
communes  for- 
ment un  triangle 
dont  les  sommets 
coïncident  avec  les  centres  de  sécantes  communes  ;  ce  qui  re- 
vient à  dire  que  toute  droite  qui  joint  deux  ombilics  corres- 
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pondants  contient  deux  centres  de  couples  de  sécantes  com- 
munes. 


219.  Applications.  —  Considérons  les  équations  tangentielles  de 
deux  cercles, 

R2(m2  -h  i?2)  _  [au  -hbv-i-  wf  =  0, 

R'2(î^2  _|_  ^2)  _  [a'u  +  b'v  +  w)^  =  0. 

En  retranchant  ces  équations  multipliées  respectivement  par    R'~^ 
et  R2,  on  obtient  l'équation  d'un  système  d'ombilics, 

R'2^rtM  -\-bv-i-  w)^  —  R^a'îi  -+-  b'v  ■+-  w)^  =  0. 
Ces  deux  ombilics  sont  sur  la  ligne  des  centres  et  la  divisent 
harmoniquement  ;  ce  sont  les.  centres  de  similitude. 
L'équation  de  l'un  de  ces  points  peut  s'écrire 

[aï{'-{-sa'R)u-\-{bR'-\-sb'R)v-\-{K^BR)io  =  0.     (s  =  zb  1) 
Les  coordonnées  de  ces  points  sont  donc 

R'  +  sR  ^^  R'  +  sR  ■ 

On  peut  discuter  d'ailleurs  la  réalité  des  quatre  tangentes  com- 
munes, et  pour  simplifier  le  calcul  nous  prendrons  pour  origine  le 
centre  du  cercle  qui  a  le  plus  grand  rayon  et  pour  axe  des   x    la 
ligne  des  centres. 
Les  équations  des  cercles  peuvent  alors  s'écrire 

f{u,  V,  W)  —  R2(W2  +  V2)  _  ^ç2  -_   0, 
0(m,  V,  w)  =  R'2(tf2  +  f2)  _  [ua  H-  io)2  =  0, 

en  supposant    R  ^  R'    et    a  >  0. 
On  a 

Ifiu,  V,  l0)-i-O{u,V,  IC)  —   (>.R2+R'2  —  a2)ît2_f_p^R2_j_R'2\^,2 

—  {>^  H-  1  )  to2  —  tauio  =  0, 
et  l'équation  en  \  peut  s'écrire 

^{'k)  =  -{'kR'-hK'')n•k)  =  0, 
en  posant 

/•(A)   =   (XR2+R'2_a2)(>.H-l)4-a2    =    X2R2  ^_  X(I|2  4.  IV2  _  «2)  +  R'^ 

R'2 

L'équation  en  X  admet  la  racine  réelle    —  -p-j     à  laquelle  corres- 
pondent les  centres  de  similitude,  ombilics  qui  sont  toujours  réels. 
Pour  que  l'équation    f{X)=  0     ait  ses  racines    réelles,  il    faut 

qu'on  ait 

(R2  H-  R'2  —  a2)2  —  4R2R'2  >  0 

ou 

(R  4-  R'  +.a)(R  +  R'  —  a)(R  —  R'  +  rt)(R  -  R'  —  a)  >  0, 
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qui  se  réduit  par  suite  des  hypothèses  à 

(R  +  R'  — a)(R  — R'  — a)>  0; 
cette  condition  exprime  que  les  deux  cercles  ne  sont  pas  sécants. 

11  en  résulte  déjà  que  si  deux  cercles  se  coupent,  ils  n'admettent 
que  deux  tangentes  communes  réelles. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  f{'k)  =  0  ait  ses  racines 
réelles  et  cherchons  la  condition  pour  que  les  quatre  tangentes 
communes  soient  réelles. 

11  faut  pour  cela  que  les  deux  racines  de  fil)  rendent  négatif 
le  mineur 

Ax  =  —  (XR2  +  R'^)(>.  +  1). 

R'2 
11  est  aisé  de  comparer  les  nombres    —  1     et    —  -p-    aux  ra- 
cines V  et  1"  de  fCk).  On  reconnaît  que    —  1     est  inférieur  à  ces 

R'2 
deux  racines  ;  de  plus     —  -^     est  inférieur  ou  supérieur  aux  deux 

racines  selon  que  a^  est  supérieur  ou  inférieur  à    R^  —  R'^. 
Si  les  deux  cercles  sont  extérieurs,  on  a 
a  >R  +  R' 

«2  >  R2  _  R'2  . 

Ax   est  négatif   pour    x  =  >/    et  pour    1  =  1"  ;    les  quatre  tan- 
gentes sont  réelles. 
Si  les  deux  cercles  sont  intérieurs, 

a  <  R  -  R' 
et  a  <  Rh-R'  ; 

donc  a^<n^-~  R'^  ; 

Ax  est  positif  et  les  quatre  tangentes  sont  imaginaires. 

220.  L'équation  générale  des  coniques  ayant  deux  foyers  donnés 

{a,  h)  et  (a',  h')  est 

\{au-\-  hv  -\-w)[a'u-\-  b'v-^w]  -^u^-^v^  =z  0. 
On  peut  en  effet  considérer  ces  coniques  comme  inscrites  dans  le 
quadrilatère  dont  les  deux  foyers  et  les  points  cycliques  constituent 
deux  couples  de  sommets  opposés. 

Cela  étant,  considérons  deux  coniques  ayant  un  foyer  commun  ; 
leurs  équations  peuvent  s'écrire 

a  {au  -{-bv-h  w)[a'u  -^  h' v  -\-  w)  -{-  u^  -\-  v^  r=  0 , 
P  [au  +  &v  +  w){a"u  -\-  b"v  +  w) -\- u^ -\- v^  =  Q  ; 
en  retranchant  membre  à  membre,  on  obtient  l'équation  d'un  cou- 
ple d'ombiHcs, 

[au  4-  &y  +  'w)[a.[a'u  -\-b'v-^w)  —  p [a"u  -H  b"v  +  lo)]  ■=.  0, 
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qui  se  compose  du  foyer  commun  et  d'un  point  situé  sur  la  droite 
joignant  les  deux  autres  foyers. 

221.  Par  un  procédé  analogue  on  peut  obtenir  les  foyers  d'une 
conique  représentée  par  l'équation 

f{it,v,  w)  =0. 
Il  suffit  d'écrire  que  l'équation 

f{u,  V,  w)  —  s  {u^  H-  f^  —  2uv  COS  0)  rr  0 

représente  deux  points  ;  ces  deux  points  seront  des  foyers. 
Pour  cela,  il  faut  que  S  soit  racine  de  l'équation  (125) 

a"S2  sin2  6  —  (A  H-  A'  —  2B"  cos  6)  S  -h  A  =  0. 
A   chaque  racine  de  cette  équation  correspondent  deux  foyers  ; 
d'autre  part  les  coordonnées  de  la  droite  qui  les  joint  annulent  les 
dérivées  partielles 

fu  —  2S{u  —  v  COS  6),  fv  —2S{v  —  u  cos  6),  fw ; 

cette  droite  est  donc  axe  de  la  conique  (125). 

222  Considérons  maintenant  deux  coniques  tangentes  à  l'origine 
à  l'axe  des  x.  Leurs  équations  sont 

/•  =  w2  +  'zbvio  H-  2b'icu  H-  a"w^  =  0, 

fi  =  u^  -+-  2biVw  4-  2b[wu  H-  a'^w^  =  0. 

On  en  déduit 

f-\-\fi  =  u^{i-\-'K)+t{b-{-'kbi)vw+2{b'-i--Kb[)wu-{-{a"-{-\a'[)w^  =  0, 

et  l'équation  en  1  est 

A(>.)  =  —  (l  -\--x){b  +  -kbi)^  =  0. 

A  la  racine  double    —  —    correspondent  deux  ombilics  situés  sur 

l'axe  Ox  ;  à  la  racine  simple  correspondent  l'origine  et  un  autre 
point. 

Pour  que  ces  deux  coniques  aient  à  l'origine  un  contact  du 
deuxième  ordre,  il  faut  que  Téquation  en  X  ait  une  racine  triple, 
c'est-à-dire  qu'on  ait 

bi  =  b. 

Le  couple  d'ombilics  correspondant  a  alors  pour  équation 

2{b'  —  b[)v:u  -\-  {a"  —  a';)io^  =  0. 
Pour  que  le  contact  soit  du  troisième  ordre,  il  faut  que  ces  deux 
points  soient  confondus  à  l'origine,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

b[  =  b'. 
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Nous  retrouvons  ainsi  fort  simplement  les  conditions  obtenues  au 
numéro  172. 

On  établirait  de  la  même  manière  les  conditions  pour  que  deux 
coniques  asymptotes  à  Ox  aient  à  l'infini  un  contact  du  deuxième 
ou  du  troisième  ordre. 

223.  Nous  terminerons  ces  cas  particuliers  en  considérant  deux 
paraboles  dont  les  axes  sont  parallèles  à  Ooc  et  ayant  pour  équa- 
tions 

f  =  ic^-\-  a'v^  +  2b'îcv:>  +  2b" uv  =  0, 

fi  =  u^  -^  a[v^  -{-  2b[uw  -h  2b^uv  =  0. 
On  aura 

f-\-'kfi  =  u^{i+\)-h{a'-h'ka'i)v^-h2{b'-^\b\)uw-{-2{b"-\-Wi)uv  —  0, 

et  l'équation  en  >v  est 

A(X)  ^  —[a'  -^r\o\)[h'  -^\b\f  -  0. 

A  la  racine  double    —  —     correspondent  deux  points  à  Tinfini, 

ce  qui  pouvait  se  prévoir,  puisque  les  deux  courbes  sont  tangentes 
à  la  droite  de  l'infini  au  même  point. 

A  la  racine  simple -,    correspondent  le  point  à  l'infini  sur  ^x 

et  un  autre  point  à  distance  finie. 

Pour  que  les  deux  paraboles  aient  à  l'infini  un  contact  du 
deuxième  ordre,  il  faut  que  l'équation  en  X  ait  une  racine    triple, 

c'est-à-dire  qu'on  ait 

a'  __  b' 

ai  ~  b[ 
Le  couple  d'ombilics  correspondant  est 

et  pour  que  le  contact  soit  du  troisième  ordre,  il  faut  que  ces  deux 
points  soient  confondus,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

a\  ~  b'[  ' 

224.  Exercice.  —  On  donne  une  conique,  un  point  0  sur  cette  co- 
nique et  Von  considère  un  cercle  variable  tangent  à  la  conique  au 
point  0.  On  demande  le  lieu  des  points  de  concours  des  tangentes 
communes  au  cercle  et  à  la  conique. 

Prenons  pour  axes  des  x  et  des  y  la  tangente  et  la  normale  au 
point  0  à  la  conique  donnée  ;  l'équation  de  cette  conique  est 
u^-i-2bvw-i-2b'wu-\-a"w^  ^  0. 
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D'autre  part,  en  désignant  par  m  l'ordonnée  du  centre  du  cercle, 
son  équation  s'écrit 

{vm  -\-wY  —  m-\u^  -\-  v^)  =z  0 
OU 

rn^u^  —  2rnvio  —  w^  =:  0. 

L'équation  générale  des  coniques   inscrites  dans  le  quadrilatère 
des  tangentes  communes  est 

(1  +  •Km^)u^  -+-  2{b  —  'Km)vio  +  2b'iou  +  {a"  —  Xjio^  =  0, 
et  l'équation  en  'k  correspondante  peut  s'écrire 

A();)  =  —{[-{-•km^){b—lm)^  =  0. 

A  la  racine  simple ^    correspondent  l'origine  et  le  point 


dont  1 

on  cherche  le  lieu;  l'équation 

de  ce 

po 

int  est  donc 

2|'&4-i')v  +  2&'w4-(a" 

-f- 

Ses 

coordonnées  sont 

X    _              y 

z 

^b'             /_     1 

\ 

1    ' 

et  en  éliminant   —   entre  ces  deux  équations,  on  a  l'équation  du 

lieu, 

[b'y  —  bx)^  =  x{2b'2  —  a"x), 

qui  représente  une  conique  normale  à  l'origine  à  la  conique  donnée. 
On  a  aisément  l'équation  tangentielle  du   lieu   en  écrivant  que 
l'équation 

^  +  —  +  2b' H  H-  2bv  4-  a"w  =  0 

a  ses  racines  égales  en  — ,  ce  qui  donne 

^2  _  to(26'M  +  2bv  -h  a"w)  =  0, 
qui  peut  s'écrire 

u^  +  2bvw  4-  2b'uio  -\-  o!'w'^  —  (u^  +  v-)  =  0, 

et  sous  cette  forme  on  reconnaît  que  la  conique  trouvée  est  homo- 
f  ocale  à  la  conique  donnée. 

Remarquons  aussi  que  cet  exercice  est  un  cas  particulier  de  l'exer- 
cice résolu  au  numéro  190.  Le  point  P  est  dans  ce  cas  sur  la  coni. 
que,  et  des  deux  coniques  homofocales  trouvées,  l'une  coïncide  avec 
la  conique  donnée. 
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EXERCICES     ET     NOTES 


1.  Nous  avons  vu  que  pour  déterminer  les  ombilics  relatifs  à  deux 
coniques  définies  par  les  équations  tangentielles 

/■(w,  V,  w)  =:  0,  A(^)  '^1  ^)  ^^  0) 

on  écrit  que  le  discriminant  de  f-\-'kfi  est  nul  ;  on  obtient  une 
équation 

A(>0  =  O, 

et  en  transportant  une  des  racines  dans  f-hlfu  cette  expression 
se  décompose  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  qui,  égalés  à 
zéro,  déterminent  deux  ombilics. 

Si  Ton  veut  trouver  le  lieu  géométrique  des  ombilics  relatifs  à 
deux  coniques  dont  l'une  au  moins  est  variable,  on  peut  obtenir  les 
coordonnées  des  deux  points  représentés  par  l'équation 

/•+)/,  rrrO, 

même  sans  résoudre  l'équation  en  'k;  il  suffît  de  décomposer  en 
carrés  f+\fi  et  de  négliger  le  troisième  carré  qui  est  nul.  On 
élimine  alors  les  paramètres  variables  et  >v  entre  les  équations  qui 
déterminent  les  coordonnées  des  ombilics  et  l'équation    A  ()v)  =  0. 

Les  calculs  sont  souvent  laborieux  et  cette  méthode  n'est  pas  à 
employer  dans  le  cas  général;  elle  n'est  réellement  avantageuse  que 
lorsqu'on  peut  résoudre  l'équation  en  x,  ou  lorsqu'on  connaît  à 
l'avance  un  ombilic,  quand  on  sait  par  exemple  que  les  deux  coni- 
ques sont  tangentes,  etc.  Nous  en  donnerons  d'ailleurs  bientôt  quel- 
ques exemples. 

Dans  le  cas  général  il  est  préférable  d'opérer  de  la  manière  sui- 
vante. 

Soit  [x,  y)  un  point  du  lieu  ;  j'écris  que  les  tangentes  issues  de  ce 
point  aux  deux  coniques  sont  les  mêmes,  c'est-à-dire  que  les  deux 
systèmes 

ux-\-vy  -{-  w  =z  0,  ux  -\-  vy  -\-  w  :=z  0, 

f{u,  V,  w)  =  0  fi[u,  V,  w)  =:  0 

ont  mêmes  solutions,  ou,  en  éliminant  lo  entre  ces  équations,  on 
écrit  que  les  deux  équations 

f  [i«,  V,  —  [ux  -h  vy)]  =  0, 
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ont  mêmes  racines  en  ic  et  v.  On  obtient  deux  relations  entre  les- 
quelles on  élimine  les  paramètres. 

2.  Lien  des  points  de  concours  des  tangentes  communes  à  une 
ellipse  fixe  et  à  un  cercle  dont  le  centre  est  fixe  et  le  rayon  variable. 

Soient 

«2^2  +  ^2^2  _  ^ç2  _   0, 

[uxq  -h  vy^  H-  wf  —  p2(te2  _i_  ^2)  =0 

les  équations  des  deux  courbes,  p  étant  variable. 

En  opérant  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  on  considère  les  équa- 
tions 

à^U^  -\-  &2-y2  ^^^  _|_  ^yY   -—   Q^ 

[U{X  —  X^)  +  V{y  -^  l/o)]2  —  p2(w2  4.  ^2')   _  0, 

et  on  écrit  qu'elles  ont  mêmes  racines,  ce  qui  donne 

«2    a;2  ^2   y2  ggy 

{x  —  XoY''  -  p''~  {y—  y^f  —  p2  ~  {x  —  XQ}{y  -  î/o) 
On  élimine  aisément  p2,  et  on  trouve  comme  lieu  une  strophoïde 
dont  le  point  double  est  le  point  xq,  y^. 

3.  Lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  communes  à  ime 
ellipse  ftjoe  et  à  une  ellipse  de  grandeur  constante  qui  tourne  autour 
de  son  centre  supposé  fixe. 

TiCs  équations  des  deux  courbes  peuvent  s'écrire 

aHi^-h  &2v2  _  io2  —  0, 

a'2(M  cos  cp-f-u  sin  o)"^-\-b''^{u  sin  o  —  v  cos  cp)2  —  (^^x^-i-  vyQ-{-  w)^  =0^ 

a',  b'  désignant  les  demi-axes,  x^,  y^  les  cordonnées  du  centre  ;  9  est 
la  variable. 
On  peut  appliquer  la  même  méthode. 

4.  Lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  communes  à  une 
ellipse  fixe  et  à  toutes  les  hyp3rbolei  équilatères  qui  passent  par  les 
foyers  [réels  et  imaginaires)  de  l'ellipse. 

5.  Si  l'on  connaît  un  ombilic  relatif  à  deux  coniques,  il  est  aisé 
d'en  déduire  l'ombilic  correspondant,  c'est-à-dire  le  point  qui,  joint 
à  l'ombilic  connu,  constitue  une  conique  appartenant  au  faisceau 
tangentiel  déterminé  par  les  deux  coniques. 

Soient,  en  effet,  a,  3,  y  les  coordonnées  d'un  ombilic;  les  équa- 
tions des  deux  coniques  pourront  s'écrire 
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/"(m,  V,  w)  4-  {u%  H-  v,3  H-  vrf){ux  +  vy  +  to  j)  =  0, 

f[u,  V,  w)  +  (t^a  +  y?  +  iov){ux'  +  v?/' H- ic^')  =i  0, 

en  désignant  par    f[u,  v,  lo)  =  0    une  conique   quelconque  tan- 
gente aux  deux  tangentes  communes  issues  du  point  a,  [â,  y. 
En  retrancliant  les  deux  équations,  on  a 

(ua.  -h  vf^  -h  ioy}[u{co  —  x')  -h  v[y  —y')  -+-w{^—-z')]  =  0, 

et  l'ombilic  correspondant  au  point  (a,  ?,  y)  a  pour  coordonnées 
oc  ^x\  y  —  y\  z  —  z\ 

Comme  ce  point  est  sur  la  droite  qui  joint  les  points  (a?,  y,  z)  et 
(a?',  î/',  z'),  on  a  le  théorème  suivant  : 

Si  trois  coniques  ont  un  ombilic  commun,  les  ombilics  corres- 
pondants et  relatifs  aux  coniques  prises  deux  à  deux  sont  en  ligne 
droite. 

6.  Bèmontrtr  que  si  deux  coniques  de  grandeur  fixe  ont  un  foyer 
commun  F,  et  si  Fune  tourne  autour  de  ce  foyer  dans  son  plan,  le 
lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  communes  à  ces  deux  coni- 
ques est  un  cercle.  Si  les  deux  coniques  sont  telles  que,  dans  une  de 
leurs  positions,  les  tangentes  communes  soient  parallèles,  elles  le 
seront  dans  toutes;  montrer  que  la  condition  de  parallélisme  de  ces 
tangentes  communes  est  Végalitè  des  axes  non  focaux. 

Le  point  F  est  un  ombilic  commun;  on  aura  aisément  l'ombilic 
correspondant. 

Soit 

a^u"^  -f-  hH-  —  ao^  r=  0 

l'équation  de  la  conique  fixe  ;  en  transportant  l'origine  au  foyer 
( — c,  0)     l'équation  devient 

a~u-  -j-  b'-v-  —  [uc  +  wf  =  0, 

b^[ii^  -\-  u2)  —  2ciiw  —  io2  zr  0. 

Si  l'on  désigne  par  6  l'angle  des  axes  focaux  des  deux  coniques  et 
par  a,  b',  c'  les  éléments  de  la  conique  qui  se  déplace,  on  trouve 
aisément  que  l'équation  de  cette  conique  est 

b'^{u^  -+-  v^)  —  2c\u  cos  6  -4-  V  sin  6)io  —  ^0'  =  0. 

Éliminons    u-  -hv^  ;     il  vient 

w[2u{b^c'  cos  9  —  b'^c)  +  Ib'^c'v  sin  6  -+-  [b-  —  b'~)ic]  =  0, 

nous  obtenons  ainsi  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu 

_  2(&-c'  cos  6  —  //%)  _  2b^c'  sin  Q 

^  -  b-^-b'-'  '  ^  -     b'-b'-'   ' 

il  est  aisé  d'achever. 
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7.  Lieu  du  sommet  d'une  parabole  tangente  et  confocale  à  une 
ellipse  ;  enveloppe  de  la  directrice  et  de  la  tangente  au  sommet. 

Pour  écrire  que  la  parabole  est  tangente  à  l'ellipse^  on  écrit  que 
l'ombilic  correspondant  au  foyer  est  sur  l'ellipse. 

8.  Liett  des  centres  des  cercles  tangents  à  une  ellipse  et  admettant 
avec  cette  ellipse  deux  tangentes  communes  parallèles. 

Soit  ahi^-\-hH'^ — lo^  —  0  l'équation  de  l'ellipse;  x,  y  dési- 
gnant les  coordonnées  d'un  point  du  lieu,  on  considère  l'équation 

et  on  écrit  que  celle  équation  représente  deux  points  dont  l'un  est 
à  l'infini  et  l'autre  sur  l'ellipse. 

9.  Étant  donné  un  parallélogramme  OACB^  on  considère  deux  pa- 
raboles variables,  l'une  tangente  en  K  à  AC  et  ayant  pour  diamètre 
OA,  l'aut7^e  tangente  en  B  à  BC  et  ayant  pour  diamètre  OB  ;  on 
suppose  en  outre  que  ces  deux  paraboles  sont  tangentes  en  un  point  M  ; 
la  tangente  commune  en  ce  point  rencontre  la  seconde  tangente  com- 
mune en  un  point  P. 

Démontrer  que  la  tangente  en  M  passe  par  un  point  fixe  et  trou- 
ver les  lieux  géométriques  des  points  M  et  P. 

Prenons  pour  axes  OA  et  OB  et  posons    OA  =  a,    OB  =  ô. 
Les  équations  des  deux  paraboles  sont 

f=i  pv^  -+-  u[ua  +  lo)  =  0, 

o  —  qu^  -\-  v{vb  4-  lo)  =r  0  ; 
on  en  déduit 

f-j-loz=z  u%a  H-  \q)  +  v^p  -+-  \b)  -h  uw  -h  Xrio  rz  0  ; 

en  écrivant  que  le  discriminant  est  nul,  on  a 

\^[a-^-kq)+p-^\b  z=  0, 

et  pour  toute  racine  de  cette  équation  on  a 

f-h'k^  =  {u-h\v)\u{a-\--kq)  +  v  ^^t \-ro]  —  0, 

OU  encore,  en  tenant  compte  de  l'équation  en  X, 

Z'+Xcp  ==  [u-^\v)[u{a-\-\q)—v\{a-\-\q)-\-xo]  =  0; 

cette  équation  représente  un  point  à  l'infini  et  un  pointa  distance 
finie  qui  a  pour  coordonnées 

xz=a-hlq,  y  =  —lia  -\--kq).  (1) 
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Pour  que  les  paraboles  soient  tangentes,  il  faut  que  l'équation 
en  X  ait  une  racine  double. 

Si  on  remplace  >v  par  cette  racine  double  dans  les  relations  (1), 
on  a  les  coordonnées  du  point  P  ;  au  contraire  en  y  remplaçant  X 
par  la  racine  simple,  on  a  les  coordonnées  du  point    M. 

La  racine  double  X  satisfait  à  l'équation  dérivée 

3^2^  -i-2a>-hb  =  0  ; 
on  en  tire    q  = r-^ —    et,  en  remplaçant  dans  (1),  on  a  les 

coordonnées  du  point  P  : 

oK  —  b  a\  —  h 

"  =  -3^'  '■>  = 3—  (P)- 

En  éliminant  \,  on  a  le  lieu  du  point   P. 

La  somme  des  racines  de  l'équation  en  X  est ,    donc  la  ra- 

■  2 

cine  simple  est  égale  à 2X  ;    les  coordonnées  du  point  M 

sont  alors 

X  =  —  2'kq,  y  =  —  2a>.  —  4).^^, 

,          ,                         ,                2al-j-b 
ou,  en  remplaçant  q  par  sa  valeur — - — » 

2(2a>,  +  6)  2(ifk  +  2h]  ,„, 

^=  3-A        '  ''=  3  •  W 

En  éliminant  X  on  aura  le  lieu  du  point  M. 

La  tangente  en  M  est  la  droite  MP  ;  on  vérifiera  aisément  qu'elle 
passe  par  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 

10.  D'un  point  M  situé  dans  le  plan  d'une  conique  on  mène  à 
celle-ci  les  deux  tangentes  MA  et  MB,  puis  par  le  point  M  on  trace 
une  droite  qicelconque  MC.  Aux  points  A  et  B  on  construit  les  co- 
niques ayant  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  proposée  et  tan- 
gentes à  MG. 

Démontrer  que  ces  coniques  touchent  MC  au  même  point  C,  et  que 
si  Von  faisait  tourner  l'une  d'elles  de  manière  à  la  rabattre  autour 
de  MC  du  côté  de  la  première,  les  coniques  obtenues  auraient  en  ce 
point  un  contact  du  troisième  ordre. 

11.  Une  conique  variable  a  un  contact  du  deuxième  ordre  avec  une 
hyperbole  équilatère  et  a  un  foyer  fixe  au  centre  de  cette  hyperbole  ; 
démontrer  que  les  tangentes  communes  aux  deux  courbes  se  coupent 
sur  une  lemniscate. 

12.  En  un  point  M  d'une  conique,  on  construit  la  parabole  ayant 
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un  contact  du  deuxième  ordre  et  l'on  prend  le  symétrique  P  du  foyer 
de  cette  parabole  par  rapport  à  la  tangente  en  M  ;  démontrer  que  le 
point  M  et  son  symétrique  par  rapport  à  P  sont  réciproques  par  rap- 
port au  cercle  orthoptique. 

Prenons  pour  axes  la  tangente  et  la  normale  au  point  M  ;  l'équa- 
tion de  la  conique  sera 

au'^  -f- 10-  H-  ^hvio  -{-2b'wu  =  0. 

L'équation  générale  des  coniques  ayant  à  l'origine  un  contact  du 
deuxième  ordre  avec  cette  conique  est  (199) 

aîi^  +  10^  +  2bvw  +  2b'wu  -+-  w{clu  -+-  Pio)  =  0, 

et  par  conséquent  l'équation  générale  des  paraboles  pourra  s'écrire 

au^  -+-  2bvio  +  2^wu  =  0  ; 

on  verra  aisément  que  la  polaire  de  l'origine  par  rapport  au  cercle 
orthoptique  passe  parle  point  P. 

13.  Lieu  des  foyers  et  enveloppe  des  axes  des  paraboles  ayant  en 
un  point  donné  un  contact  du  deuxième  ordre  avec  une  conique 
donnée. 

14.  On  considère  toutes  les  coniques  ayant  un  contact  du  troisième 
ordre  en  un  point  donné  avec  une  conique  donnée  ;  trouver  le  lieu  des 
centres,  des  foyers  et  l'enveloppe  des  axes. 

On  prendra  pour  axes  la  tangente  et  la  normale  à  la  conique  fixe 
au  point  donné. 
L'équation  de  cette  conique  sera 

f{u,  î>,  w)  =.  au^  -\-  a"w^  -\-2bx)vo  -\-  ^b'vou  =  0, 
et  l'équation  générale  des  coniques  variables  sera 
/"(tt,  V,  vo)  -f-  \ur  z=  0. 

15.  Deux  ellipses  égales  sont  tangent.es  à  la  même  droite  au  même 
point  fixe^  l'une  par  l'extrémité  du  grand  axe^  Vautre  par  V extrémité 
du  petit  axe.  Les  deux  demi-axes  a  et  b  sont  liés  par  la  relation 
ab  =z  constante .  On  demande  le  lieu  des  milieux  des  tangentes  com- 
munes. 

16.  Etant  données  deux  coniques  tangentes  en  un  point  0,  on  leur 
mène  une  tangente  commune  OR,  ainsi  que  les  tangentes  communes 
extérieures  A  A',  BB',  qui  se  coupent  en  M.  Cela  posé,  on  demande 
de  démontrer  que  : 
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1°  La  droite  PP',  qui  joint  les  points  P  et  P'  diamétralement  op- 
posés au'point  0  dans  les  deux  coniques,  passe  par  le  point  M. 

2°  Les  droites  AB,  A'B'  qui  joignent  les  points  de  coîUact  de  chaque 
conique  avec  les  tangentes  communes  extérieures,  se  coupent  en  un 
point  R  qui  est  situé  sur  la  tangente  commune  OR. 

3°  Les  tangentes  menées  aux  deux  coniques  par  le  point  R  tou- 
chent les  courbes  en  des  points  qui  sont  situés  sur  la  droite  MO. 

On  fera  voir  que,  généralement,  le  point  R  ne  partage  cette  pro- 
priété avec  aucun  autre  point,  et  on  déterminera  la  condition  qui  doit 
être  remplie  pour  qu'il  existe  une  ligne  telle  que  les  tangentes  menées 
par  chaque  point  de  cette  ligne  aux  deux  coniques  donnent  quatre 
points  de  contact  en  ligne  droite. 

17.  Lieu  des  centres  des  ellipses  dont  les  axes  ont  une  direction 
donnée  et  qui  ont,  en  un  'point  donné,  un  contact  du  second  ordre 
avec  un  cercle  donné. 


CHAPITRE   XIII 


COORDONNÉES   TRILATÈRES 


225.  Considérons  trois  droites  formant  un  triangle  et  ayant 
pour  équations 

X  =  a^x  -h  biy  -h  CyZ  =  0,    \ 

Y  =  a^x-h  hy  -h  c^z  =  0,    >  (1) 

Z  =  a^x  -\-  b^y  -\-  c^z  =  0,    ) 

avec  la  condition 

«1     bi     Cl 

B   =       «2       ^2       ^2      :^0. 
«3        ^3        C3 

Nous  allons  démontrer  que  Téquation  d'une  courbe  quel- 
conque peut  s'exprimer  en  égalant  à  zéro  une  fonction  homo- 
gène de  X,  Y  et  Z. 

En  effet,  désignons  par  Aj,  A2,  A3,  Bi,. . .  C3  les  coefficients 
des  petites  lettres  correspondantes  dans  le  développement  du 
déterminant  D  ;  des  équations  (1)  on  tire 

Dx  =  AiXH-AjY-hAaZ, 

Dy  ^BiX  +  B^Y-hBaZ,     }  (2) 

D;:  =  CiX  +  C^Y  -+-  C3Z. 

Dès  lors  si  l'équation  d'une  courbe  est 

/"(^o  ?/,  2)  =  0, 


I 
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en  remplaçant  dans  cette  équation  x,  y,  z  par  leurs  valeurs(2), 

l'équation  devient 

/'(AjX-hAoY+AgZ,     BiX+BoY  +  BaZ,     C1X4-C2Y-+-C3Z)  =  0. 

Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme 
o(X,  Y,  Z)  =  0 
peut  s'exprimer  en  fonction  de  a?,  ?/,  z  en  remplaçant  X,  Y,  Z 
par  leurs  valeurs  (1);  on  obtient 

c^{aix -h  b^y -^  CiZ,     azX -{- b2y -i- c^z,     a^x -h  à^y -\- c-^z)  =  0. 

Toutes  ces  substitutions  étant  linéaires,  les  équations  trans- 
formées conservent  le  môme  degré. 
Ainsi  l'équation  d'une  droite  pourra  s'écrire 

aX-H?Y  +  YZ  =  0; 
l'équation  d'une  conique, 

aX^  +  a'r  H-  a"Z2  +  2?YZ  -+-  2^'ZX+  2P"XY  =  0, 

X,  Y,  Z   désignant  toujours  des  fonctions  linéaires  de  x,  y,  z 
qui,  égalées  à  zéro,  représentent  trois  droites  formant  triangle. 

226.  Supposons  que  dans  les  relations  (i)  on  remplace  x,  y,  z 
par  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  M  du  plan;  X,  Y,  Z 
prennent  alors  des  valeurs  déterminées  qu'on  appelle  les  coor- 
données trilatères  du  point  M. 

On  voit  ainsi  que  tout  point  du  plan  a  des  coordonnées  tri- 
latères déiinies  à  un  facteur  constant  près. 

Réciproquement,  étant  données  les  coordonnées  trilatères 
d'un  point,  les  formules  (2)  déterminent  à  un  facteur  près  les 
coordonnées  homogènes  de  ce  point. 

Il  résulte  de  là  qu'un  point  est  bien  défini  par  ses  coordon- 
nées trilatères,  et  les  considérations  précédentes  montrent  que 
toute  relation  entre  les  coordonnées  trilatères  d'un  point  est 
la  condition  pour  que  ce  point  soit  sur  une  courbe. 

Le  triangle  dont  les  cotés  sont  représentés  par  les  équa- 
tions (1)  est  appelé  le  triangle  de  référence. 

227.  Étant  donnée  maintenant  l'équation  d'une  droite 

ux  -+-  vy  H-  2VZ  =  0, 
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on  pourra  l'écrire  en  introduisant  les  coordonnées  trilatères, 

w(AiX+A2Y-hA3Z)-|-i)(BiX+B,YH-B,Z)-i-z^(CiX-hC.2Y-hC3Z)  =  0 


ou 

UXn-YY+WZr^O, 

en  posant 


\ 


hY  =  kç,U'^B2Vi-C22V,     V  (3) 

/iW  =  Agw  +  Bat;  -f-  C^w,     J 

h  étant  un  nombre  arbitraire. 
On  en  déduit 

kv  =  ôiU  +  />»2V+MV,     i  (4) 

kw  =z  CiU  +  CaV  -+-  C3W.      j 

Nous  dirons  que  les  nombres  U,  V,  W  sont  les  coordonnées 
tangentielles  trilatères  de  la  droite. 

Les  formules  (3)  et  (4)  permettent  de  déduire  les  coordon- 
nées trilatères  des  coordonnées  homogènes  et  inversement. 

En  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut,  on  voit 
que  l'équation  tangentielle  d'une  courbe, 

f{u,  V,  tu)  =  0, 
pourra  s'écrire 

/(fliU-h  aaV-haaW,     b^U-hb^V -hb,W ,     c.U-hCaV-i-CaW)  =  0, 

et,  réciproquement,  toute  équation  de  la  forme 

(?(U,  V,  W)  ==  0 

sera  l'équation  tangentielle  d'une  courbe,  puisqu'elle  pourra 
s'écrire 

o  (AiM  H-  BiU  -h  CiW,     A2M  H-  B2V  H-  C2W,     A3M  -f-  B3U  -h  C^îv)  =  0. 

Les  degrés  des  équations  transformées  ne  sont  pas  altérés  ; 
il  en  résulte  par  exemple  que 

est  l'équation  d'un  point,  ce  point  ayant  d'ailleurs  pour  coor- 
données trilatères  a,  p,  7. 
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De  même  l'équation 

est  Téquation  tangentielle  d'une  conique. 

En  résumé,  on  voit  que  les  coordonnées  trilatères  d'un  point 
sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  coordonnées 
homogènes  de  ce  point,  et  toute  équation  homogène  de  degré  m 
entre  les  coordonnées  trilatères  d'un  point  représente  une 
courbe  de  degré  m. 

De  même,  les  coordonnées  trilatères  d'une  droite  sont  des 
fonctions  linéaires  et  homogènes  des  coordonnées  homogènes 
de  cette  droite,  et  toute  équation  homogène  de  degré  m  entre 
les  coordonnées  trilatères  d'une  droite  représente  une  courbe 
de  classe  m. 

228.  Gomme  nous  l'avons  vu  plus  haut,  l'équation  du  point 
est 

aU+^V  +  YWrrr   0. 

Étant  données  les  équations  de  deux  points, 
P  =  aU-hpV-f-yW  =  0, 
P'  =  a'U-hP'V-hY'W  =  0, 

l'équation  générale  des  points  situés  sur  la  droite  qui  joint  ces 
deux  points  est 

cela  résulte  de  la  démonstration  donnée  au  numéro  17,  attendu 
qu'on  peut  considérer   P  et  P'  comme  fonctions  linéaires  de 

U,  Vy  w. 

Nous  désignerons  par  ABC  le  triangle  de  référence  ;  les  som- 
mets A,  B,  C  ont  respectivement  pour  équations 

U  =  0,  V  =  0,  w  =  0  ; 

les  points  du  côté  BG  ont  pour  équation  générale 

XV-hH^W  =  0  ; 
ceux  du  côté  GA, 

XW+[jlU  =  0; 
et  ceux  du  côté  AB, 

AU  +  [xV  =  0. 

COORDONNÉE?,  —    Il  17 
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En  raisonnant  comme  au  numéro  JO,  on  démontrera   que 

Téquation  du  point  de  rencontre  M  des  deux  droites  Ai  et  Ag 

qui  ont  pour  coordonnées  trilatères  Ui,  Vi,  W,    et  U2,  V2,  Wo, 

est 

U     V     w 

Ui     V,     Wi     =0, 

U2   V2  W2 

et  par  suite  les  coordonnées  d'une  droite  quelconque  passant 
par  le  point  M  sont 

U    =  XUi  +  fxUs, 

w  :=  XWi  -H  iiVJ^. 

X 
Le  rapport  -  a  la  même   signification  qu  aux  numéros  12 

et  13. 

Si,  en  effet,  Wi,  Vu  Wi  et  w^,  V2,  w^  désignent  les  coordonnées 
homogènes  des  droites  Ai  et  A2,  on  a,  à  un  facteur  constant  près, 

Ui  =  AiWi  -h  Bi^i  -\-  CiWi,        U2  =  A1W2  -h  B1U2  -f-  C,Z6'2, 

Vi  =  AoWi  +  Bat^i  -h  C2^^'l,         V2  =  A2W2  -H  B^v^  -+-  C2W2, 

Wi  =  Agi^i  H-  B^Vi  H-  CgM^i  ;      W2  =  A3W2  -h  B^v^  -h  0^102  ; 
on  en  déduit 

U  =  Ai(Xwi  -h  [XU2)  -h  Bi(Xui  H-  [JIU2)  -h  Gi(X?t;i  +  jiM^g), 

V  =  A2(Xwi  -h  1JLW2)  -H  B2(Xvi  +  fjiUa)  -1-  C2(Xzf;i  -+■  11.W2), 

W  =  A3(Xwi  -\-  {JLM2)  -f-  B3(Xui  -h  (JtUa)  +  C3(Xi(,'i  H-  (^zra). 

Ces  équations  montrent  que  la  droite  qui  a  pour  coordonnées 
trilatères  U.  V,  W  a  pour  coordonnées  homogènes  '>ui^  [jiî/o, 
'Xui  +  fjiu2,  hvi  -4-  ixîVi  ;  par  conséquent  cette  droite  fait  avec  A^ 
■et  Al  des  angles  dont  le  rapport  des  sinus  est  proportionnel  à 

-    (13). 

Quand  -  conserve  un  signe  constant,  la  droite  A  se  meut  dans 
«n  angle  déterminé  des  deux  droites  Ai  et  Aj,  mais  dès  que 
-  change  de  signe,  la  droite  a  change  d'angle  (i2). 
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Enfin,  étant  données  deux  droites  a  et  a'  passant  par  le 
point  M  et  ayant  pour  coordonnées  XUi -H  hlU2  XVi-f-jjtVa, 
ÀWi-hHiW,  et  X'Ui+j^'u^^  )/v^_l_p.'V2,  X'WiH-j^'Wa,  Tun 
des  rapports  anharmoniques   des   quatre  droites    A,   A',    A^, 

Ao  est  -  :  -,  et  si  1  on  a    -  = ^ ,    les  droites  A  et  A    sont 

IX        IX  IX  [X 

conjuguées  harmoniques  des  droites  A^  et  A,. 

Considérons  par  exemple  deux  droites  passant  par  le  som- 
met   A  du  triangle  de  référence  ;    leurs  coordonnées  seront 

0,  y,  W   et   0,  Y'  W  ;  elles  seront  conjuguées  harmoniques 

V  V 
par  rapport  aux  cotés  AB  et  AC  si  les  deux  rapports  —  et  — -. 

W  W 
sont  égaux  et  de  signes  contraires. 

229.  Application.  —  Soit  un  triangle  ABC  el  un  point  D;  les 
droites  BD  et  CD  rencontrent  respectivement  AC  et  AB  en  E  ef  F  ; 
la  droite  EF  coupe  BC  au  point  G.  Nous  nous  proposons  de  démon- 
trer que  les  droites  AD  et  AG  sont  conjuguées  harmo7iiques  par  rap- 
port aux  droites    AB    et    AC. 

Prenons  le  triangle  ABC  pour  triangle  de  référence,  et  soit 

aU4-?VH-YW=r  0 
l'équation  du  point  D. 

Le  point   B    ayant  pour  équation 
V  —  0,     on  voit  que 

aU  4-  yW  =  0 
est  l'équation  d'un  point  situé  à  la 
fois  sur  BD  et  sur  AC  ;  c'est  donc 
l'équation  du  point  E. 

De  même    aU4-  [^V  =  0 
est  l'équation  du  point  F. 

En  retranchant  ces  deux  équations,  on  obtient 

PV  — yW=0, 
qui  représente  le  point  G. 

Il  en  résulte  que  les  coordonnées  de  la  droite  AG  vérifient  les 
équations 

U=0,  îâV— yW  =  0. 

Comme  celles  de  la  droite  AD  satisfont  aux  équations 

U  =  0,  !3Vh-yW  =  0, 

le  théorème  est  démontré. 

230.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  au  sujet  de  Téquation  de 
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l'ensemble  de  deux  points  (numéros  23-29)  subsiste  inté- 
gralement, excepté  toutefois  ce  qui  a  rapport  aux  points  à 
r  infini. 

On  obtient  les  mêmes  résultats  en  ce  qui  concerne  le  pôle 
d'une  droite  par  rapport  à  deux  points.  On  peut  même  recon- 
naître que  Fexercice  du  numéro  30  est  résolu  à  Faide  de 
coordonnées  trilatères  puisque  P,  Q,  R  désignent  les  pre- 
miers membres  d'équations  de  points,  c'est-à-dire  des  fonc- 
tions linéaires  et  homogènes  de  w,  v,  w. 


231.  Étant  donnée  l'équation  tangentielle  d'une  courbe 

/•(U,  V,  W)  =  0, 

son  équation  ponctuelle  en  coordonnées  trilatères  s'obtient 
en  éliminant  U,  V,  W  et  >.  entre  les  équations 

/•(,-XX  =  0, 

/•^-XY^O, 

f[,  _  xz  =  0, 

UX  +  YY  -h  WZ  =  0. 

Si  l'équation  est  du  deuxième  degré,  si  l'on  a 

/•(U,  V,W)  =  aU--ha'V2H-a"W=^-f-2^VW-i-2ô'WUH-26"UV  =  0, 
l'équation  ponctuelle  s'écrira 

a     b"     U 

b"    a'     b 

b'     b     a!' 

X    Y     Z 


0 


ou 


AX^4-A'Y2+A"Z2-i-2BYZ 

en  supposant,  bien  entendu, 

a     b"    b' 

A  =i 


2B'ZX  -h  2B"XY  =  0, 


:^U. 


b"    a'     b 
b'     b     a 
Tout  ce  qui  a  rapport  aux  tangentes,  aux  points  de^contact^ 
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aux  pôles  et  polaires  dans  les  coniques,  à  Tintersection  de 
deux  coniques,  en  un  mot  à  toutes  les  propriétés  descriptives 
des  figures  se  traite  de  la  même  manière  en  coordonnées 
homogènes  et  en  coordonnées  trilatôres. 

232     Coniques  inscrites    dans  le  triangle   de  référence.   — 

En  écrivant  que  Téquation 

aU2-|-a'V^4-a"W^+26VW+26'WU  +  2^"UV  =  0 

est  satisfaite  par  les  coordonnées  des   côtés  du  triangle,    on 

obtient 

a=a'  =  a"  =z  0] 

il  en  résulte  que  Féquation  générale  cherchée  peut  s'écrire 

2<5>VW  +  26'WU  -h2^"UV  =  0. 

L'équation  du  point  de  contact  d'une  tangente  Uq,   Vq,   W^ 
sera 

^( VWo  -t-  WVo)  4-  è'(WUo  4-  UWo)  4-  6"(UVo  +  VUo)  =  0. 

Parexemple  le  point  de  contact  A'  du  côté  BC    (Vo  =  Wo=:0) 
aura  pour  équation 

ou 

V       W       ,, 

Il  en  résulte  que  les  coordonnées  de  la  droite  AA'  vérifient 

l'équation 

U      V      w      ^ 

et  la  symétrie  du  premier  membre  montre  que  les   coordon- 
nées des  droites  BB'  et  CC  satisfont  également  à  cette  équa- 
tion. 
Il  en  résulte  que  les  droites  joignant  les  sommets  aux  points 

de  contact  des  côtés  opposés   sont  concourantes,   et  que  le 

1        1 

point  de  rencontre  a  pour  coordonnées  trilatères  —,     -     et 

b"' 
Comme  U,    V,   W  représentent  les  premiers  membres  des 


262   COORDONNÉES  TANGENTIELLES.  —  GÉOMÉTRIE  PLANE 


X 


équations  des  sommets  du  triangle 
ABC,  si  Ton  suppose  que  Ton  prenne 
pour  axes  de  coordonnées  les  droites 
CA  et  CB,  et  que  Ton  désigne  par  a  et 
P  les  longueurs  CA  et  CB,  on  aura 

U  =  llOL  -HIW, 

W  =  w, 
et  Téquation  générale  des  coniques  inscrites  s'écrira 


'^bw[v^ 


w 


^b'w{u% 


ÎU] 


'2b"(ux-^iv){v'^-hiv)  =  0. 


233.  Il  est  aisé,  à  l'aide  de  cette  équation,  d'établir  qu'il  existe 
une  conique  et  une  seule  tangente  à  cinq  droites  dont  quatre 
ne  sont  pas  concourantes,  et  de  montrer  qu'on  aune  véritable 
conique  si  trois  des  droites  données  ne  passent  pas  par  un 
même  point. 

Prenons  en  effet  trois  des  tangentes  pour  côtés  du  triangle 
de  référence,  et  désignons  par  (Uq,  Vq,  WJ  et  (Ui,  Vi,  W,) 
les  coordonnées  des  deux  autres  tangentes.  L'équation  de  la 
conique  cherchée  sera  de  la  forme 

èVW-h^'WU  +  A'UV  =  0, 

et  l'on  aura  pour  déterminer  6,  b\  b"  les  équations 

b\,W,-+-b'W,\],-i-b"\],\,  =  0, 

ôViWi  H-  ô'WiUi  -h  ^'"UiVi  =  0. 

Supposons  d'abord  que  ces  deux  dernières  droites  ne  pas- 
sent pas  par  un  sommet  du  triangle;  les  relations  précédentes 
peuvent  s'écrire 

'        '"        0, 


b 

û; 


b'        b"        ^ 


on  en  tire 
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b'  =  l 


i  1 


/   1  1 


et  si  les  deux  droites  ne  se  coupent  pas  sur  un  côté  du  trian- 
gle, les  trois  nombres  h,  b',  b"  ne  sont  pas  nuls,  le  discrimi- 
nant du  premier  membre  de  l'équation  de  la  conique  n'est  pas 
nul,  et  Téquation  représente  une  véritable  conique. 

Si  la  droite  (Uq,  Vq,  Wq),  par  exemple,  passe  par  le  point 
A,  Uq  est  nul  ;  on  trouve  alors  6  =  0,  la  conique  se  ré- 
duit à  deux  points,  dont  le  point  A. 

234.  Étant  donnée  l'équation  tangentielle  des  coniques  ins- 
crites à  un  triangle, 

26VW  +  26'WU-+-26"UV  =  0, 
l'équation  ponctuelle  correspondante  sera 

b-X^  -h  b''Y^  -^h"'Z'  —  Wb"YZ  —  '2b"bZX  —  2bb'X.Y  =  0, 
qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

v/M±:v/^ii=v/FZ=0,    " 

équation  ponctuelle  bien  connue  des  coniques  inscrites  dans 
le  triangle  de  référence. 

Par  un  calcul  tout  semblable  on  verrait  que  les  coniques 
circonscrites  au  triangle  de  référence  ont  pour  équation  ponc- 
tuelle générale 

26YZ  -h  26'ZX  +  -2b"X.Y  =  0 

et  pour  équation  tangentielle  générale 

b^\]'-hb'^\'-hb"'W'  —  ^b'b"y'W  —  '2b"b'N\]  —  2bb'UY  =  G 

ou  

s/b\]zhs/ày±^b"W  =  0. 
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235.  Coniques  conjuguées  par  rapport  au  triangle  de  réfé 
rence.  —  Soit 

/'(U,V,W)=:aU2  +  a'V2+a"VV^H-26VW-h26'WU+26"UV=  0 

Téquation  d'une  conique. 

Le  pôle  d'une  droite  (U„,  V^,  Wq)  a  pour  équation 

UoAh-VoA  +  w„a-  =  o. 

Il  en  résulte  que  le  pôle  de  la  droite^  BG  a  pour  équation 

pour  que  ce  pôle  soit  le  point  A,  il  faut  que  cette  équation  se 
réduise  à    U  =  0,     c'est-à-dire  qu'on  ait 
b'  =  b"  ^  0. 
De  même  en  écrivant  que  le  pôle  de  CA  est  le  point  B,  on 
obtiendra  la  nouvelle  condition 

6  =  0, 
et  alors  on  constatera  aisément  que  le  point  G  est  le  pôle  de 
AB. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équation 
donnée  représente  une  conique  conjuguée  par  rapport  au 
triangle  de  référence  sont  donc 

b  =  b'  =  b"  =  ^', 
l'équation  cherchée  est  alors 

Nous  avons  obtenu  cette  équation  au  numéro  111. 

236.   Coniques  circonscrites  et  inscrites  à  un  quadrilatère.  — 

Soit  le  quadrilatère  PQRS  ;  prenons  comme  triangle  de  réfé- 
rence ABC  le  triangle  qui  a  pour 
sommets  le  point  de  concours 
des  diagonales  et  les  points  de 
rencontre  des  côtés  opposés. 

Nous  commencerons  par  cher- 
cher les  équations  des   côtés  et 
des  sommets. 
Étant  donné  le  triangle  ABG, 


I 
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on  construira  le  quadrilatère  en  se  donnant  deux  droites  quel- 
conques BP  et  BS  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  BA 
et  BG,  puis  deux  droites  quelconques  GR  et  CS  conju- 
guées harmoniques  par  rapport  à  GA  et  CB  ;  on  voit  alors 
que  les  droites  PR  et  QS  se  coupent  au  point  A,  car  lorsque 
deux  faisceaux  harmoniques  ont  un  rayon  homologue  com- 
mun, les  trois  autres  couples  de  rayons  homologues  se 
coupent  en  des  points  en  ligne  droite. 

Soient 

X  +  Z  =  0,  (PQ) 

X  —  Z  =  0,  (RS) 

X  +  Y  =  0,  (QR) 

X— Y=-0  (SP) 

les  équations  des  quatre  côtés. 
Remarquons  que  Téquation 

X+Z  =  0 

peut  représenter  une  droite  quelconque  passant  par  le  point  B  ; 
cela  revient  à  multiplier  par  un  facteur  convenable  les  équa- 
tions des  côtés  du  triangle  de  référence. 
En  retranchant  les  équations  de  PQ  et  de  QR  on  a 

Y  — Z==0, 

qui  représente  la  droite  AQ,  et  l'on  voit  également  que  cette 
droite  passe  par  le  point  S  en  retranchant  les  équations  de 
RS   et  de   SP. 
Les  équations  des  diagonales  QS  et  PR  sont  donc 

Y-Z  =  0,  (QS) 

Yh-Z  =  0.  (PRl 

On  déduit  de  là  immédiatement  les  coordonnées  des  som- 
mets et  leurs  équations. 

Par  exemple  les  coordonnées  du  point  P  satisfont  aux  équa- 
tions 

X  +  Z  =  0, 

X  — Y=.0; 
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en  prenant    X  ==  1,     on  trouve     Y  =  1     et    Z  =  —  1;     par 
suite  l'équation  de  ce  point  est 

U  -^  V  -  W  =  0. 

Les  équations  des  sommets  seront 

U-HV-W-O,  (P) 

U  — V  — W  =  0,  (Q) 

U  -  V  -h  W  =  0,  (R) 

U-hV-hW  =  0.  (S) 

L'équation  générale  des  coniques  circonscrites  au  quadri- 
latère sera  alors 

X2  —  Z^  +  A  (X2  _  Y^)  ==  0 
ou 

X2(l  +  X)  — XY^  — Z^  =  0, 

équation  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  plus  symétrique 

aX^  +  a'Y'  +  a"Z'  :^  0, 

avec  la  condition 

a-^-a'-ha"  =  0. 

L'équation  tangentielle  correspondante  peut  s'écrire 

U2         Y2 


ou 


avec  la  condition 


W^  =  0 


U        V2      W^       ^ 

a        a         a 


a'  -+■  a"  =  0. 


Nous  voyons  ainsi  que  les  coniques  circonscrites  à  un  quadri- 
latère sont  conjuguées  par  rapport  au  triangle  qui  a  pour  som- 
mets le  point  de  concours  des  diagonales  et  les  points  de  rencontre 
des  côtés  opposés. 

Cherchons  maintenant  l'équation    générale    des   coniques 

inscrites  ;  nous  formerons  d'abord  l'équation  tangentielle,  qui 

peut  s'écrire 

PR  +  XQS  =  0, 

P,  R,  Q,  S  étant  les  premiers  membres   des   équations  des 

sommets  du  quadrilatère. 
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On  obtient  donc 

(U+ V  — W)(U  — V+W)-}-  X(U— V  — W)(Uh-Vh-W)=:0 

ou 

U2  —  (V  -  VJf  +  À  [U^  —  (V  +  W]  =  0 

U2(l  +  X)  —  V-'(i  +  X)  -  W{i  H-  A)  —  2VW  (X  —  i)  =r  0 

ou,  en  divisant  par    X  +  1, 

U2  _  V^  _  w^  +  2;jlVW  =  0. 

On  voit  ainsi  qu'il  n'existe  qu'une  seule  conique  du  fais- 
ceau conjuguée  par  rapport  au  triangle  ABC;  elle  a  pour  équa- 
tion 

\]2  _  \2    _  \Y2   ^  0, 

elle  touche  chaque  côté  du  quadrilatère  aux  points  où  ces  côtés 
sont  rencontrés  par  les  droites  AB  et  AC. 
L'équation  ponctuelle  correspondante  est 

(i  _  ja2)X2  _  Y-'  —  Z^  -  2[JtYZ   =:  0. 


237.  Supposons  maintenant  qu'on  prenne  pour  triangle  de 

référence  le  triangle  formé  par 
les  trois  diagonales.  Nous  com- 
mencerons par  chercher  les 
équations  tangentielles  des  som- 
mets. Étant  donné  le  triangle 
ABC,  on  détermine  le  quadrila- 
tère en  se  donnant  arbitraire- 
ment deux  points  P  et  R  con- 
jugués harmoniques  par  rapport 
à  A  et  C  et  deux  points  Q  et  S 
conjugués  harmoniques  par  rapport  à  A  et  B. 
On  obtiendra  ainsi  pour  les  équations  des  différents  som- 


mets 


U-f-W  =  0, 
u  -  W  ^  0, 
U4-V  =  0, 

U  —  V    =r   0. 


(P) 

(R) 

(Q) 

(S) 
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Il  en  résulte  que  les  équations  des  points  H  et  K  sont 

Y  +  W  =  0,  (-H) 

V  — W  =  0.  •        (K) 

Cherchons  maintenant  les  équations  des  côtés.  Les  coor- 
données de  la  droite  PQ  satisfont  aux  équations  des  points 
P  et  Q  ;  on  aura  donc 

U=  1,  V  =:  —  1,  W  =  —  1; 

l'équation  de  cette  droite  sera 

X  — Y-Z  =  0. 

En  opérant  de  la  même  manière  on  obtient  les  équations 
suivantes  pour  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  : 

X  — Y— Z  =  0,  (PQ) 

X  — Y  +  Z=:0,  (QR) 

X  +  Y  +  Z  =  0,  (RS) 

X  +  Y— Z  =  0.  (SP) 

L'équation  générale  tangentielle  des  coniques  inscrites  sera 

U2__W2-f-A(U2  — V2)  =  0 
ou 

v^i-h'k)  —  A\''  —  ^\i  =  0, 

équation  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

avec  la  condition 

a-^a'-ha"  =  0. 

L'équation  ponctuelle  correspondante  peut  s'écrire 


ou 


avec  la  condition 


1  -+-  À        X 

X2      Y2      7J       ^ 

— -t--7H — -.  =  0, 
a        a        a" 


a  -h  a'-\-a"  =  0. 
Nous  voyons  ainsi  que  les  coniques  inscrites  à  un  quadrila- 
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tèr^e  sont  conjuguées  far  rapport  au  triangle  formé  par  les  trois 
diagonales. 

L'équation  ponctuelle  générale  des  coniques  circonscrites 
sera 

(X-hY-Z)(X  — Y-f-Z)-^X(X  — Y  — Z)(X  +  Y  +  Z)  =  0 

ou 

X-2  — (Y-Z)2  +  X  [X2-^(Y+Z)2]  =  0 

X\i  +  X)  —  Y-Xl  H->^)  —  Z-2(l  4-  X)  —  2YZ  (X  —  1)  =  0 

ou,  en  divisant  par    X  +  1, 

X2  — Y-  — Z2  +  2fxYZ  =  0. 

Il  existe  une  seule  conique  du  faisceau  conjuguée  par  rapport 
au  triangle  ABC  ;  elle  a  pour  équation 

X-  -  Y^  -  Z^  =  0  ; 

elle  est  tangente  aux  droites  CQ,  GS,  BR,  BP. 
L'équation  tangentielle  des  mêmes  coniques  est 

(1  _  ^2)  TP-  V-  -  W^  — 2[JtVW  =  0. 

On  voit  qu'il  existe  une  grande  analogie  entre  les  équations 
de  ce  numéro  et  celles  du  numéro  précédent  ;  on  déduit  les 
secondes  des  premières  en  échangeant  les  coordonnées  de 
droites  en  coordonnées  de  points  et  inversement. 

On  pouvait  prévoir  cette  analogie  en  se  fondant  sur  le  prin- 
cipe de  dualité,  car  si  on  transforme  la  première  figure,  au 
quadrilatère  correspond  un  autre  quadrilatère,  et  au  triangle 
qui  a  pour  sommets  le  point  de  concours  de  deux  diagonales 
et  les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  correspond  le 
triangle  dont  les  côtés  sont  les  diagonales  du  nouveau  quadri- 
latère, 

238.  Théorème  de  IIesse.  —  Toute  conique  qui  divise  harmonique- 
ment  deux  diagonales  d'un  quadrilatère  divise  harmoniquement  la 
troisième  diagonale. 

Prenons  pour  triangle  do  référence  le  triangle  des  trois  diagonales, 
reportons-nous  à  la  figure  du  numéro  précédent  el  adoptons  les 
mêmes  notations. 
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Soit 

AX2  4-  A'Y2  +  A"Z2  4-  2BVZ  +  2B'ZX  +  SB'XY  =  0 

J'équation  d'une  conique . 

Pour  que  deux  points  (X,  Y,  Z)  et  (X',  Y',  T)  soient  conjugués 
par  rapport  à  cette  conique,  il  faut  qu'on  ait 

AXX'+A'YY'+A"ZZ'-hB(YZ'-hZY')H-B'(ZX'H-XZ')+B"(XY'+YX')=:0. 

Les  points  P  et  R  ayant  respectivement  pour  coordonnées  1,0,  1 
et    1,0,  —  1     seront  conjugués  par  rapport  à  la  conique  si  l'on  a 

A  — A"=rO. 

On  voit  de  même  que  pour  que  les  points  Q  et  S,    H  et  K  soient 
conjugués  par  rapport  à  la  conique,  il  faut  qu'on  ait 
A  —  A'  =  0, 
A'  —  A"  =  0. 

Cette  dernière  relation  étant  conséquence  des  deux  précédentes, 
le  théorème  est  démontré. 

En  supposant  que  X,  Y,  Z  représentent  des  coordonnées  de 
droites  et  en  se  reportant  aux  notations  du  numéro  236,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  en  transformant  par  le  principe  de  dualité,  on 
obtient  le  nouvel  énoncé  qui  suit  : 

Toute  conique  conjuguée  par  rapport  aux  côtés  opposés  d'un  qua- 
•drilatère  est  conjuguée  par  rapport  aux  diagonales. 

239.  Théorème.  —  A  toute  droite  du  plan  correspond  une  droite 
conjuguée  par  rapport  à  toutes  les  coîiiques  inscrites  dans  un  qua- 
drilatère. Si  l'une  des  droites  tourne  autour  d'un  point^  la  seconde 
enveloppe  une  conique  inscrite  dans  le  triangle  conjugué  commun  à 
■toutes  les  coniques  du  système. 

Prenons  pour  triangle  de  référence  le  triangle  formé  par  les  dia- 
gonales du  quadrilatère  ;  l'équation  tangentielle  des  coniques  ins- 
crites est  (237) 

aW  4-  a'V2  -+-  a"W^  =  0, 
avec  la  condition 

a  4-  a'  4-  a"  =  0. 

Le  pôle  d'une  droite  (Uq,  Vq,  Wq)  a  pour  équation 
.    «UUo  4-  a'VVo  -4-  «"WWo  =  0  ; 
<:ette  équation  est  satisfaite  par  les  valeurs  î-t- »  rp>  r^  )  on  voit 

ainsi  que  les  deux  droites  (Uq,  Vq,  Wq)  et  (rr^  y-'  ttt-)  sont  con- 
juguées par  rapport  à  toutes  les  coniques  du  faisceau. 

Si  la  première  passe  par  un  point  fixe,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

aUo  +  ?Vo  4-  yNVo  =  0, 


I 


COORDONNÉES    TRILATÈRES  271 

les  coordonnées  de  la  seconde  vérifieront  l'équation 

î  +  l  +  ^^  =  « 

OU 

aVW  +  ?WU  +  yUV  =  0, 

équation  qui  représente  une  conique  inscrite  au  triangle  de  réfé- 
rence. 

En  transformant  par  le  principe  de  dualité,  on  peut  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

A  tout  point  du  plan  correspond  un  point  conjugué  par  rapport  à 
toutes  les  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère.  Si  l'un  des  points 
décrit  une  droite,  le  second  décrit  une  conique  circonscrite  au  trian- 
gle conjugué  commun  à  toutes  les  coniques  du  faisceau. 

240.  Propriétés  métriques.  —  Ces  quelques  exemples  mon- 
trent combien  l'emploi  des  coordonnées  trilatères  peut  être 
utile  dans  l'étude  des  propriétés  descriptives  des  figures. 

Mais  dès  qu'on  aborde  les  propriétés  métriques,  les  formules 
se  compliquent  et  l'emploi  de  ces  coordonnées  exige  des  cal- 
culs souvent  laborieux. 

Nous  allons  d'ailleurs  le  reconnaître  dans  ce  qui  suit  en 
nous  bornant  aux  propriétés  les  plus  élémentaires. 

Mais  auparavant  il  est  nécessaire  de  donner  un  sens  plus 
précis  aux  coefficients  «i,  «2,  .••  des  formules  (1). 

Nous  poserons,  selon  l'usage, 

X  =  —  X  cos  X  —  ?/  sin  X  -i-  pz,  \ 

Y  —  —  X  cos  i-i  —  y  sin  ix-{-qz,  \  (5) 

Z  =  —  X  cos  V  —  y  sin  v  -+-  rs ,  j 

X,  y,  z  désignant  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  par 
rapport  à  des  axes  rectangulaires  dont  l'origine  est  à  l'inté- 
rieur du  triangle  de  référence. 

Nous  désignerons  par  A,  B,  C  et  a,  b,  c  les  angles  et  les 
côtés  du  triangle  ;  on  sait  que  l'on  a 

V  —  [JL  =  7C  —  A,         X  —  V   r=  t:  —  B,         ;jl  —  X   =   ti  —  G. 

Le  déterminant  D  des  coefficients  de  a;,  ?/,  z  peut  s'écrire 


—  2^  sin  A  -h  ç  sin  B  +  r  sin  C  =  -  : 

R 
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cos  X     sin  >^    p 
D  =     cos  \J.     sin  }x     q 

cos  V     sin  V     r  i 
S  et  R  désignant  la  surface  du  triangle  de  référence  et  le  rayon 
du  cercle  circonscrit. 

Des  équations  (5)  on  tire 

Dx'  =  (^sinv— rsin(Ji)X-i-(rsin)v— jt9sinv)YH-(/Jsin,u— ^sinX)Z,  ^ 

Dv  =  (rcosjji— ^cosv)X+(29Cosv— rcosX)Y-i-(^cos>— jjcos[jl)Z,  V    (6) 

Dz  =  XsinA  +  YsinB-hZsinC.  ) 

Les  formules  (3)  et  (4)  du  numéro  227  deviennent 

AU  =  (ç'sin  V  — r  sin  fx)w-i-(rcos  \i.  —  q  cos  ^)v-^w  sin  A,  ] 

AV  =  (r  sin  X  — p  sin ^)u-\-{p  cos  v  —  r  cos  \)v  -\-  iv  sin  B,  ;    (7) 

/iW=  [p  sin  \j. — ^sinX)w4-(ç  cosX— pcos  \x)v-^n)  sin  C;  ) 

ku  =^ — U  cos  X  —  V  cos  fi  —  W  cos  V,    \ 

kv  =  —  U  sin  X  —  y  sin  [JL  —  W  sin  v,   (  (8) 

kw  =  p\] -h  qY -\- rW .  ] 

Si  Ton  représente  par  a,  p,  y  les  distances  du  point 
(a?,  y,  z)  aux  côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle  de  référence,  ces 
distances  étant  affectées  du  signe  -h  si  ce  point  se  trouve  par 
rapport  au  côté  correspondant  du  même  côté  que  le  som- 
met opposé  et  du  signe  —  dans  le  cas  contraire,  les  formules 
(5)  peuvent  s'écrire 

X  =  az,  Y  =  p2,  z  =  Yz, 

et  Ton  sait  qu'on  a  la  relation 

aa  +  b^H-CY  =  2S, 

a  sin  A-f-  P  sin  B-hY  sin  C  =  —  • 

R 

Les  quantités  a,  fJ,  y  sont  appelées  quelquefois  les  coordon- 
nées irilatères  absolues  du  point  considéré,  et  dans  certaines 
questions  il  est  utile  de  les  introduire. 

Étant  données  les  coordonnées  trilatères  d'un  point 
(X,  Y,  Z)  définies  à  un  facteur  constant  près,  on  peut  obtenir 
les  coordonnées  absolues  de  ce  point,  a,  p,  y. 
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On  a  en  effet  les  relations 

z  z  z 

z  sera  déterminé  par  Tune  des  équations 

-  (aX  4-  bY  +  cZ)  =  2S 

ou 

1  S 

-  (X  sin  A  H-  Y  sin  B  -h  Z  sin  C)  =  —  ; 
z  R 

connaissant  z,  on  en  déduit  a,  (3,  y  en  fonction  de  X,  Y,  Z. 

On  voit  aussi  que  les  coordonnées  trilatères  absolues  a,  p,  y 
d'un  point  et  les  coordonnées  rectangulaires  a?,  y  de  ce  même 
point  sont  liées  par  les  relations 

a  =  —  X  cos  X  —  y  sin  X  -I-  p, 

P  =  — a?coS[x  —  î/ sin  [x-f- 9-,     [>  (9) 

Y  =  —  X  cos  V  —  y  sin  v  -i-  r. 

241.  Droite  de  l'infini.  —  Par  rapport  aux  axes  Ox  et  Oî/, 
la  droite  de  l'infini  a  pour  équation 

z=0; 

en  se  reportant  aux  formules  (6),  on  voit  qu'en  coordonnées 
trilatères  cette  équation  s'écrira 

X  sin  A  -^  Y  sin  B  +  Z  sin  C  =  0 
ou 

aX  +  bY  +  cZ  =  0. 

Par  conséquent  l'équation  générale  des  droites  parallèles  à 
la  droite 

UX  +  VY-t-WZ  =  0 
est 

UX-HVY+WZ-i-X(Xsin  A  +Y  sinB+Z  sin  C)  =  0, 

et  la  condition  pour  que  les  deux  droites 
UX+VY  +  WZ  =  0, 
U'X  +  V'Y-hW'Z  =  0 

COORDONNÉES.  --  Il  18 
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soient  parallèles  peut  s'écrire 

U         V         w 

u'       y       w    =  0 

sin  A     sin  B     sin  C 


242.  Points  cycliques.  —  Les  coordonnées  des  points  cycli- 
ques sont,  dans  le  système  xOy, 

a?  —  1,  y  =  ±  i  z  =  0  ; 

les  coordonnées  trilatères  de  ces  points  seront  alors,  en  po- 
sant 

cos  6  +  i  sin  0  =  e'% 

X  =  —  e±^'\ 
Y  =  —  e±»>, 
Z=—  e^\ 
les  signes  se  correspondant. 
On  peut  encore  écrire 


Z 


=r  eiil'^-v)^ 


ou 


X 


—  —    p±i(!J-— V) 

z~ 


Y        _ 

—  =  e-+-'("-A)  — g±«à_ 


On  pourra  donc  prendre  pour  coordonnées  de  ces  points 
X  =  — €-'B,  x  =  — e'B, 

Y  =  —  é^,  et  Y  =  —  e-'A, 

Z  =  1,  Z  =  1. 

L'équation  de  l'ensemble  de  ces  points  pourra  s'écrire 


ou 


(Ucos  X-j-V  cos  p.+  Wcosv)2-i-(U  sin  X-f-Vsinfx-hW  sinv)^  =  0, 

c'est-à-dire 

U^  -+-  V^  4-  \V2  —  2VW  cos  A  —  2WU  cos  B  —  2UV  cos  C  =  0. 
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243.  Angle  de  deux  droites.  —  Soient  les  deux  droites 
UX-hVY  +  WZ  =  0, 
U'X4-VY-+- W'Z=:0. 

Remplaçons  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs  (5)  en  fonction  de  x, 
y,  z  ;   les  équations  deviennent 

ux-hvy-\-wz  ^=  0^ 

u'x  4-  v'y  4-  w'z  =  0, 
en  posant 

—  U    =  \}   COS  X  4-  V   COS  u.  H-  W   COS  V, 

—  V  =  u  sin  X  H- V  sin  [JL  +  w  sin  v, 

—  u'=\]'  COS  X  +  V'  COS  {ji  4-  W  COS  v, 

—  v'=\]'  sin  X  H-  V  sin  H-  4-  W  sin  v. 
L'angle  6  des  deux  droites  sera  donné  par  la  formule 

uv' — vu' 


tg6  = 


tge^ 

uiX  4-  vv 
et  en  remplaçant  w,   Vy   m/  v'  parleurs  valeurs,  on  obtient 
U  V  W 

U'        v        w 

sin  A     sin  B     sin  C 


UU'+VV4-WW'-(VW'4-WV)cosA-(WU'+UW')cosB-(UV-t-YU')cosC 

En  égalant  le  numérateur  à  zéro,  on  retrouve  la  condition 
de  parallélisme  des  deux  droites,  et  en  annulant  le  dénomina- 
teur, on  a  la  condition 

UU'  4-  W  4-  WW—  (V w  4-  WV')  COS  A  —  ( WU'  +  UW)  cos  B 

—  (UV'-+-VU')cos  C==  0, 

qui  exprime  que  les  deux  droites  sont  perpendiculaires. 

On  peut  déduire  cette  relation  de  l'équation  de  l'ensemble 
des  points  cycliques  en  écrivant  que  les  deux  droites  sont 
conjuguées  par  rapport  à  ces  points. 


244.  Propriétés  métriques  des  coniques.  —  Pour  reconnaître 
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le  genre  d'une  conique  représentée  par  l'équation 

/•(U,  V, W)=aU2-+-a'V2+a"W2-4-26VW-+-26'WU-^26"UV=0,  (10) 

il  faut  déterminer  les  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec 
la  droite  de  l'infini,  et  étudier  leur  réalité. 

En  raisonnant  comme  au  numéro  84,  il  est  aisé  de  voir  que 
les  points  de  rencontre  de  cette  conique  avec  la  droite 
(Ui,  Vi,  Wi)  sont  réels  ou  imaginaires  selon  que  l'expression 
A/*(Ui,  Vi,  Wi)  est  négative  ou  positive,  A  désignant  toujours 
le  déterminant 


a 

b" 

b' 

b" 

a' 

b 

h' 

b 

o!' 

Comme  l'équation  de  la  droite  de  l'infini  est 

X  sin  A  +  Y  sin  B  +  Z  sin  C  =  0, 

nous  aurons  à  considérer  l'expression    /*(sin  A,  sin  B,  sin  C), 
qu'il  sera  commode  de  représenter  par  une  seule  lettre,  F  par 
exemple. 
Nous  poserons  donc 

¥.=  a  sin^  A  -f-  a'  sin^  B  -+-  a!'  sin^  C  -h  26  sin  B  sin  C 

-h  26'  sin  C  sin  A  -h  26"  sin  A  sin  B . 
En  conséquence,  si  : 

aF  >  0,     la  conique  est  une  ellipse  ; 
aF  <<  0,     la  conique  est  une  hyperbole  ; 
F  =:  0,     la  conique  est  une  parabole. 

245.  Si     F  v=^  0,     la  conique  a  un  centre,  pôle  de  la  droite 
de  l'infini,  qui  a  pour  équation 

sin  A^'  -H  sin  B/'v  -h  sin  C/w  =  0 
ou 

a/'^-hbA^-f-cA  =  0. 

Les  coordonnées  de  ce  point  sont  alors 

A(a,  b,  c),  /"iCa,  b,  c),  /•;(a,  b,  c). 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  l'équation  qui  précède  représente 
un  point  à  l'infini  dans  la  direction  de  l'axe. 
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246.  Axes.  —  La  détermination  des  diamètres  n'offre  aucune 
difficulté. 

Pour  avoir  les  coordonnées  des  axes,  nous  remarquerons 
qu'un  axe  peut  être  considéré  comme  une  droite  ayant  même 
pôle  par  rapport  à  la  conique  et  par  rapport  aux  points  cy- 
cliques. 

Les  coordonnées  (U,  V,  W)  des  axes  vérifieront  les  équa- 
tions 

n tz 

U  — V  cos  C— W  cos  B       —  U  cos  C-hV  — W  cos  A 

/w 2^ 

—  U  cos  B  — Vcos  A-h  W 
ou 

[a  —  a)U  4-  ib"  +  a  cos  CjV  -h  (/^'  +  (7  cos  B)W  =  0, 

{h"  _4_  a  cos  G)U  4-  (a'  —  a)V  +  (Ô  -h  a  COS  A)W  =:  0, 

(ft'  +  (7  cos  B)U-h  (6  H- (7  cos  A)V  -h  (a"  -  a)W  =  0. 

Pour  que  ces  équations  aient  des  solutions  non  toutes  nulles 
en   U,   V,    W,  il  faut  qu'on  ait 

a  —  a  b"  -hc  cos  G     6'  -H  (T  cos  B 

é"-l-ffC0sC  a'  —  ff  ÔH-cTCOsA     =0. 

ô'  -f-  cr  cos  B     b  -h  <j  cos  A  a"  —  a 

Le  premier  membre  peut  se  décomposer  en  une  somme  de 
six  déterminants. 

Le  coefficient  de  a^  est  nul  puisque  les  angles  A,  B,  C  sont 
les  angles   d'un  triangle  ;  l'équation  peut  s'écrire 

A  —  Ea  -4-  Fa2  ==  0, 

en  posant 

E  ==  A  +  A'  +  A"  — 2BC0S  A  — 2B'cos  B  —  2B"  cos  C. 

A  chaque  racine  de  l'équation  en  a  correspond  un  axe  ;  la 
discussion  ne  présente  pas  de  difficulté  ;  cette  équation  a  tou- 
jours ses  racines  réelles,  et  quand  elles  sont  égales,  l'équation 
représente  un  cercle. 

On  voit  donc  que  pour  que  l'équation    (10)  représente  un 

cercle,  il  faut  qu'on  ait 

4AF  —  E^  =  0. 
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Dans  le  cas  de  la  parabole,  Téquation  en  a  est  du  premier 
degré,  la  courbe  admet  un  axe  unique. 

247.  Longueurs  des  axes.  —  Désignons  par 

/i(m,  u,  iv)  =  aiu^  -]-a[o^  -+-  a'^w^  -+-  '2'bivw  -+-  ^b[iuu  -h  ^b'[uv  =  0 

l'équation  de  la  conique  par  rapport  aux  axes  rectangulaires 
Ox  et  Oy  dont  Torigine,  avons-nous  dit,  est  à  Fintérieur  du 
.triangle  de  référence. 

On  peut  supposer  que  /"(U,  V,  W)  se  déduit  de  /*i(w,  o,  iv) 
•à  Taide  de  la  transformation  (8),  en  supposant  k  =  i\  on  voit 
aisément  qu'en  faisant  la  même  substitution,    u^  -+-  v^    devient 

U2  +V2  +  W^  — 2VW  cosA— 2WU  cos  B  — 2UV  cos  C, 

de  telle  sorte  que,  quel  que  soit  le  nombre    t,  l'expression 

se  transforme  en  l'expression 

/(u,  y,  w) 

_  a(U2  -f-  V2  +  W^  —  2 V W  cos  A  —  2WU  cos  B  —  2UV  cos  C). 

Si  l'on  désigne  par  \i{<y)  et  A(a)  les  discriminants  de  ces 
formes  et  par  ^  le  module  de  la  transformation,  on  aura,  quel 
que  soit  a, 

Or,  on  a  vu  (125)  que 

Ai((j)  =  a'ic^  —  <t( Al  4-  A'i)  +  Al, 

et  d'après  l'analyse  du  numéro  précédent, 

A((t)  =Fa2— Ea+A. 

D'autre  part  le  module  de  la  substitution  est  (240)  —  ;   on 

K 

aura    donc 

§2 

Fa2  —  EcTH-  A  =  —  [ay  _  cr(Ai  -h  Aî)-|- Ai]  ; 
on  en  tire 

Al  -  777  A, 
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Ai  +  A;  =  -E, 

R2 

a'i=—F. 

Cela  posé,  les  longueurs  des  demi-axes  de  la  conique  sont 
données  par  Téquation  (136) 

al'p'  -+-  a'{(Ai  -H  A[)?^  +  a^  =  0 ; 

en  remplaçant  les  coefficients  par  les  valeurs  qui  précèdent  on 

obtient 

R^F^o^  +  R^S^FEp^  +  S^A  =  0. 

La  conique  sera  un  cercle  si 

E^  —  4aF  =  0, 

et  une  hyperbole  équilatère  si 

E  =z  0. 

Dans  le  cas  où  la  conique  est  une  parabole,  son  paramètre 
est  donné  par  la  relation 


(A,+  Ai)^' 
ce  qui  donne  en  coordonnées  trilatères 

R2E=^' 


P  T)2T73 


248.  —  Foyers.—  Gomme  au  numéro  221,  on  aura  les  coor- 
données des  foyers  en  écrivant  que  l'équation 

AU,  V,  w) 

-<î(U2-f-V=^-i-W2-2VWcosA— 2WUcosB-2UVcosC)=0    (11) 

représente  deux  points.  11  suffit  pour  cela  d'annuler  le  discri- 
minant du  premier  membre,  et  on  obtient  l'équation  en  <7  du 
numéro  précédent, 

A  (a)  =  Fa2  —  Ea  +  A  =  0. 

A  chaque  racine   de   cette    équation  correspondent   deux 
foyers  déterminés  par  l'équation  (11). 
On  voit  ainsi  que  les  foyers  sont  situés  sur  les  axes  puisque 
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les  coordonnées  de  ces  droites  annulent  les  dérivées  partielles 
du  premier  membre  de  Téquation  (11)  quand  on  y  remplace  o 
par  une  racine  de  l'équation  en  <y. 

249.  Nous  terminerons  ces  considérations  en  cherchant  le 
lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  la  conique 
représentée  par  l'équation  (10). 

Les  coordonnées  des  tangentes  issues  d'un  point  X,  Y,  Z  à 
cette  conique  vérifient  les  équations 

UX  +  VY  +  WZ  =  0, 

AU,^  V,  w)  =  0. 

En  éliminant  W  entre  ces  deux  équations,  on  a  une  équa- 
tion homogène  du  second  degré  en  U  et  V  qui  peut  s'écrire 

\]'iaZ'  —  2ù'ZX  4-  a"X')  -4-  WY(b"Z^  —  b'YZ  —  bZ\  h-  a"XY) 

_}_  Y2(«'Z2  _  2ÔYZ+  a"Y^)  =  0, 

et  en  désignant  par  U,  Y,  YN  et  U',  V',  W  les  racines  de 
l'équation  précédente,  et  remarquant  que  l'équation  en  U  et  V 


U       U' 
UU'  UV'-r-VU' 


admet  pour  racines  -  et  —  ,   on  en  déduit 


a!Z^  —  2>6YZ H-  a!'Y'       —^{b"Z'  —  b'XZ  —  6ZX  -h  a"XY) 


aZ^  — 26'ZX-ha"X^ 
En  éliminant  successivement  U  et  V  on  obtiendrait 

Vr  YW'H-WV 


a"X2  _  2Ô'ZX  +  aZ^       —  2  (^X^  —  b"Z\  —  b'XY  +  aYZ) 

ww 


WW  WU'  -+-  uw 


aY'  —  26"XY  -+-  a'X^       —  2(6'Y^  —  ^XY  —  b"YZ  +  «'ZX) 

UU' 


a"Y'  —  -IbYZ  -\-  a'Z^ 
Or,  pour  que  ces  deux  droites  soient  perpendiculaires,  on 
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doit  avoir 

UU'  -1-  y V'+ WW  —  (  VW  4-  WV)  cos  A  —  ( WU'  +  UW)  cos  B 

—  (UV'-+-VU')cos  0  =  0; 

en  remplaçant  UU',  VV,  etc.  par  les  dénominateurs  des  rap- 
ports précédents,  on  obtient  le  lieu  cherché. 
On  trouve  l'équation 

(a'+a"+26  cos  k)\^-\-[a!'-^a-\-^b'  cos  B)Y2-t-(a+a'+2è"cos  CjZ^ 

-+-2YZ(a  cos  k—b—b'  cos  G— è"  cos  B) 

H-2ZX(a'cosB-ô'— 6"cos  A— ô  cos  G) 

+2XY(a"  cos  {:—b"—b  cos  B— ^'^  cos  A)  =  0. 

On  peut  reconnaître  que  cette  équation  représente  un  cercle 
en  récrivant  sous  la  forme 

,,.  .    .    ^r  •    T>    rz   .    _,/a'4-a"+2ècosA,,    a"-ha+2^/cosB,,    a+a'+^è"cosC,, 

XsmA+YsmB+ZsmG)   : — Xh :— Yh ^-^ Z 

^  V        smA  smB  smG 

(YZsinA-hZXsinB+XYsinC)  =  0.     (12) 


sinAsinBsinG 

Or  on  sait  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle  de  référence 
a  pour  équation 

YZ  sin  A  -f-  ZX  sin  B  -f-  XY  sin  G  =  0  ; 

on  en  conclut  que  l'équation  (12)  représente  un  cercle,  et  l'axe 
radical  de  ce  cercle  et  du  cercle  circonscrit  au  triangle  de 
référence  est 

a'+a"H-26cosA^     a"+a-f-26'cosB^,     a-l-a'-f-2ft"cosG,,     ^    ,,^, 

^T Xh r-:- Yh r-— Z=0.    13) 

smA  smB  smG 

Dans  le  cas  où  la  conique  est  une  parabole,  l'équation  (12) 
représente  deux  droites  dont  l'une  est  la  droite  de  l'infini  ;  la 
seconde,  représentée  par  l'équation  (13),  est  la  directrice. 

250.  Si  la  parabole  est  inscrite  dans  le  triangle  de  référence,  les 
coefficients  a,  a',  a"  sont  nuls  et  l'équation  de  la  directrice  s'écrit 

b\  cotg  A  4-  b'\  cotg  B  +  b"Z  cotg  G  =  0. 

On  a  aussi  la  relation 

F  =  26  sin  B  sin  G  4-  2h'  sin  G  sin  A  H-  2&"  sin  A  sin  B  =  0 
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OU 

h  h'  b" 

i-— ^  =  0. 


sin  A      sin  B      sin  C 

Cette  condition  exprime  que  la  directrice  passe  par  le  point  qui  a 

1            1            1 
pour  coordonnées  ;r  '   ^»  ^j  c'est-à-direpar  le  point  de 

COS  A      COS  15      COS  L 

concours  des  hauteurs. 


EXERCICES     ET     NOTES 


1 .  Distance  d'un  point  à  une  droite. 

Soit  la  droite  UX  -h  VY  +  WZ  =  0 

et  le  point  (X^,  Yi,  Zi). 

L'équation  de  cette  droite  s'écrit  en  coordonnées  rectangulaires 
homogènes 

{\]{x  COS  X-\-y  sin  X  — pz)  -+-  \{x  cos  [j- -h  y  sin  }x  —  ç[z) 

-\-  \s{x  COS  V  H-  y  sin  v  —  rz)  =  0, 

et  par  suite,  en  désignant  par  a;i,  t/i,  z^  les  coordonnées  homo- 
gènes du  point  [xi,  yi,  Zi  étant  liés  à  Xi,  Yi,  Zi  par  les  formules 
(5)],  la  distance  du  point  à  la  droite  est 

U(a;iC0sX4-yisinX— p;ri)+V(a7iC0Six+yisin!J— gjJ-+W(a?iCOSv+yiSinv— rjj) 
=tJiv/(UcosX4-Vcos!A-|-Wcosv)=2+^UsinX+Vsin!JLH-Wsinv)2 

OU 

UX, +VYl4-^VZl . 

=t^iv/U'-HV^4-W^— 2VW  COS  A  — 2\VU  cos  B  —  2UV  cos  c' 

En  introduisant  les  coordonnées  absolues  a,,  pi,  Yi  du  point,  on 
obtient 

Uai+V^i  +  WYi 
it:  v/U^H-V^4-W2  — 2VW  cos  A  —  iWU  cos  B— 2UV  cos  C* 

2.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'équation  tangentielle  d'un 
cercle  de  rayon  R  et  dont  les  coordonnées  du  centre  sont  a,  ?,  y 
est 

vUa  +  Vp-|-WY)2 

—  R2(U2  +  V2  +  W2  —  2VW  cos  A  —  2WU  cos  B  —  2UV  cos  C)  =  0. 
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3.  Distance  de  deux  points.  —  Soient  ai,  pi,  71  et  aa,  .32,  '{2  les 
coordonnées  trilatères  absolues  des  deux  points  ;  a^i,  vi  et  cv^^  y 2 
leurs  coordonnées  rectangulaires. 

La  distance  d  des  deux  points  est  donnée  par  la  relation 

d^={xi-x^)^-h{iji—y2)''. 
Or  l'équation 

est  l'équation  des  droites  isotropes  passant  par  le  point  x',  y'. 
De  même,  en  coordonnées  trilatères,  si  l'on  pose 

g{[],  V,  W)  =  U2+V24-W2  — 2VWcosA— 2\VUcosB  — 2UVcosC, 

réquation  des  droites  isotropes  passant  par  le  point  a',  p',  y'  sera 

Si  dans  cette  équation  on  remplace   a,  3,  y    en  fonction  de   x,  y, 
on  aura  l'équation  (1). 

En  tenant  compte  des  formules  de  transformation  (9)  on  pourra 
écrire 

^(?ï'-T?',     7=^' -«Y,     cc-^'-^cL')=l[{x-xy+{y-y'n     (2) 

a',  ^',  y'    étant  aussi   remplacés  en  fonction  de    x\  y'  ;      jx  est  un 
coefficient  indépendant  de  x  et  de  y. 

Or  les  deux  membres  étant  symétriques  par  rapport  k  x,  y  ei 
x\  y',  il  en  résulte  aussi  que  X  est  indépendant  de  a;' et  y'. 

On  pourra  donc  écrire 
1 

A  étant  indépendant  des  coordonnées  des  deux  points. 

Nous  déterminerons  [x  en  appliquant  cette  formule  à  deux  points 
particuliers,  les  sommets  B  et  G  du  triangle  de  référence,  dont  la 
distance  est  a. 

On  trouve  ainsi 

on  en  déduit 


et  par  suite  la  distance  cherchée  est 

R2 

^^  =  cI^(^iT2  — ïi?2,     Yi«2  — «iT2»     a,?2  — ?ia2). 


A.  Angle  des  asymptotes  d'une  conique.  —    Désignons  comme 
au  numéro  247  par 
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f([],  V,  W)  =  aW  -f-  «'V^  4-  •  •  •  =  0, 

fiiu,  V,  w)  =  a^u^  4-  a[v'^  H-  •  •  •  =  0 

les  équations  d'une  même  conique  en  coordonnées  trilatères  et  en 

coordonnées  homogènes.    Si   0    désigne    l'angle    des    asymptotes, 

on  a 


ou,  en  tenant  compte  des  formules  du  même  numéro, 


Si  la  conique  était  définie  par  son  équation  ponctuelle 
AX24-A'Y2+-.  =  0, 
son  équation  tangentielle  pourrait  s'écrire 

(A'A"  -  B2)U2  +  ( A"A  -  B'^)V2  +  . . .  =  0 , 
et  en  appliquant  la  formule  précédente,  on  aurait 


to-   0   — 

en  posant 

*  =  (A'A"  —  B2)  sin2  A  +  (A"A  —  B'^)  sin^  B  +  •  •  •  , 
E  =  A  +  A'  4-  A"  —  2B  cos  A  —  2B'  cos  B  —  2B"  cos  C . 

En  particulier,  ce  résultat  nous  donne  l'angle  de  deux  droites  défi- 
nies par  une  équation  ponctuelle  quadratique. 

Comparez  avec  le  résultat  de  M.  Koehler,  Exercices  de  géométrie 
analytique^  première  partie,  p.  154. 

5.  On  pourra  essayer  de  résoudre  à  l'aide  des  coordonnées  trila- 
tères les  exercices  déjà  proposés  ou  résolus  dans  les  chapitres  précé- 
dents, notamment  en  ce  qui  concerne  les  coniques  inscrites  dans 
un  triangle  ou  conjuguées  par  rapport  à  un  triangle. 

6.  On  considère  les  coniques  inscrites  à  un  triangle  et  telles  que  les 
normales  aux  points  de  contact  soient  concourantes.  Trouver  le  lieu 
de  leur  point  de  concours. 

On  trouve  pour  équation  du  lieu,  en  prenant  le  triangle  donné 
pour  triangle  de  référence. 

X(Y^  —  Z2)(cos  B  cos  C  -  cos  A)  +  Y(Z2  —  X2)(cos  C  cos  A  —  cos  B) 

-h  Z(X2  —  Y2)(cos  A  cos  B  —  cos  C)  =  0, 
qui  représente  une  cubique  passant  par  les  sommets  du  triangle, 
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par  les  centres  des  cercles  inscrits  et  ex-inscrits,  par  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs,  et  qui  a  pour  asymptotes  les  perpendiculaires 
aux  côtés  du  triangle  passant  par  le  centre  du  cercle  circonscrit. 

7 .  On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  P  dans  son  plan. 

i°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  S  inscrites  dans  le 
triangle    ABC    et  qui  sont  vues  du  point  P  sous  un  angle  donné  w. 

2°  Discuter  ce  lieu  en  supposant  que  le  point  P  se  déplace  dans  le 
plan  du  triangle. 

3°  Démontrer  que,  si  l'angle  donné  w  est  droit,  toutes  les  coniques 
S  sont  aussi  vues  sous  un  angle  droit  d'un  autre  point  P'.  Montrer 
que  dans  ce  cas,  si  le  point  P  se  déplace^  la  droite  PP'  passe  par  un 
point  fixe  I  et  que  le  produit    IP  X  IP'    ^st  constant. 

(Agrégation  des  Sciences  mathématiques,  1890.) 

Voir  une  remarquable  solution  de  M.  Maluski  dans  la  Revue  de 
Mathématiques  spéciales,  tome  I,  p.  8. 

8.  On  donne  une  conique  inscrite  dans  un  triangle  ABC,  et  un 
point  0.  Les  droites  OA,  OB,  OC  rencontrent  les  côtés  du  triangle 
en  A',  B',  C,  qui  constituent  les  sommets  d'un  nouveau  triangle 
A'B'C.  Par  chacun  des  sommets  de  ce  triangle  on  mène  des  tangentes 
à  la  conique  qui  rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois  points.  Dé- 
montrer que  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

On  pourra  prendre  pour  triangle  de  référence  le  triangle  ABC  ou 
le  triangle  A'B'C 

9.  Une  conique  étant  inscrite  à  un  triangle,  si  l'on  désigne  par  P 
le  produit  de  ses  demi-axes  et  par  a,  p,  y  les  distances  du  centre  de 
la  conique  aux  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  du  triangle, 

on  a  la  relation 

P2  =  4Ra[3Y. 

•    (Steiner.) 
Prenons  le  triangle  pour  triangle  de  référence;  l'équation  tangen- 
tielle  de  la  conique  sera 

/•(U,  V,  W)  =  2&V W  4-  2&'WU  +  2&"U V  =:  0, 

et  le  carré  du  produit  des  demi-axes  sera 

^  -  a4F3  ' 

oix  l'on  a  A  =  2bb'b", 

F  =  2b  sin  B  sin  C  -f  2b'  sin  C  sin  A  -f-  2b"  sin  A  sin  B. 
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D'autre  part  les  coordonnées  du  centre  de  la  conique  sont 
h"  sin  B  H-  &'  sin  C ,  h"  sin  A  H-  &  sin  C ,  h'  sin  A  -h  ^  sin  B  ; 

on  en  déduit  les  coordonnées  absolues  en  les  multipliant  par  le  lac- 
teur^. 

Or  l'équation  de  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  AB  et  de  AC 

est 

X  sin  A  —  Y  sin  B  —  Z  sin  C  =  0  ; 

on  en  conclut  que  la  distance  du  centre  à  cette  droite  est,  toutes 
réductions  faites  [Ex.  1),  au  signe  près, 

_  S&  sin  B  sin  C 
°'  ~       FRsinA 
On  aura  de  même 


_  S6'  sin  C  sin  A  S&"  sin  A  sin  B 


on  en  déduit 
et  comme 


FR  sin  B  '  ""       FR  sin  C 

^^hh'h"  sin  A  sin  B  sin  C 


aPY  = 


F3R: 


sin  A  sin  B  sin  C  =  -^  » 

^'Pï-  2F3R5  -  4FaR6-  4R' 
et  le  théorème  est  démontré. 

10.  Lieu  des  pôles  d'une  droite  par  rapport  aux  coniques  inscrites 
dans  un  triangle  et  passant  par  un  point  donné. 

Cas  où  la  droite  est  à  l'infini. 

Si  l'on  prend  le  triangle  pour  triangle  de  référence,  Téquation 
générale  des  coniques  est 

2&VW  -4-  2&'WU  -f-  2&"UV  =  0, 
et  pour  écrire  que  cette  conique  passe  par  le  point  donné  (a,  p,  y), 
on  écrit  que  son  équation  ponctuelle  est  vérifiée  par  les  coordonnées 
de  ce  point,  ce  qui  donne 

b^a}  +  Z>'^p2  _^  ^,"2^2  _  2b'b"^^  —  2b"b^(0L  —  2bb'oL^  =  0. 

11.  7^  existe  une  infinité  de  coniques  conjuguées  par  rapport  à  un 
triangle  et  tangentes  à  une  droite.  Démontrer  que  toutes  ces  coniques 
sont  tangentes  à  quatre  droites  fixes. 

L'équation   générale    des   coniques  conjuguées  par   rapport  au 
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triangle  de  référence  est 

aU2-h«'V2  +  a"W2=:0. 

Si  on  écrit  que  celte  conique  touche  la  droite  {uq,  Vq,  icq),  on  a 

auo^  H-  a'vo^  -h  a"tOo^  =  0, 

équation  qui  exprime  aussi  que  la  conique  touche  les  trois  droites 

(  —  Uo,  Vo,  tCo),  (î<o,  —  '^0,  ic>o]  et  (mo,  Vo,  — 'Wq)- 
Théorème  corrélatif. 

12.  On  considère  des  coniques  inscrites  dans  un  triangle  ABC  et 
vues  d'un  point  fixe  sous  un  angle  droit.  Enveloppe  des  cotés  du 
triangle  polaire  de  ABC. 

13.  On  donne  un  triangle  ABC,  une  droite  A  et  une  conique  tan- 
gente à  cette  droite.  Par  le  point  a  où  la  droite  A  rencontre  le  côté 
BC  on  mène  une  tatigente  à  la  conique  qui  rencontre  en  A'  et  en  A" 
les  tangentes  issues  du  point  A  à  cette  même  conique.  Opérant  de 
même  pour  les  deux  autres  côtés,  on  obtient  six  points  A',  A",  B', 
B",  G',  C".  Démontrer  que  ces  six  points  sont  sur  une  conique  cir- 
conscrite au  triangle  ABC. 

Soit  /-(U,  V,W)  =  aW  +  a'Y^-h....  =0 

l'équation  de  la  conique,  ABC  étant  le  triangle  de  référence,  et 
wo,  Vo,  wo  les  coordonnées  de  la  droite  A,  avec  la  condition 

f{uo,  Vo,  wo)  =  0;  (1) 

la  seconde  tangente  issue  du  point  a  à  la  conique  a  pour  coordon- 

f 
nées    Uq  —  —S  ^o^  ^o»    et  laconique  passant  par  les  cinq  points 

a 
A,  B,  C,  A',  A"  a  pour  équation  ponctuelle 

a'Z2  +  a"Y-2-2&YZ-(^  +  '^)    (uo-(^\x  +  VqY+w;/^  =0. 

Cette  équation  peut  encore  s'écrire,  en  tenant  compte  de  (1), 

awoYZ  4-  a'voZX.  +  a'^o^XY  =z  0, 
et  comme  cette  équation  est  symétrique,  le  théorème  est  démontré. 

14.  Soient  o,  o',  o"  les  distances  du  centre  d'une  conique  à  t7^ois 
tangentes,  et  p,  p',  p"  les  distances  de  ce  centre  aux  points  de  con- 
tact; on  a 

8:?p2($'2  _  a"2)  _j_  8'2p'2(ô"2  _  §2)  _,_  a"2p"^(82  —  û'^)   =  0. 

15.  On  donne  un  triangle  ABC,  une  conique  et  un  point  0  sur 
cette  conique.  Les  droites  OA,  OB,  OC  coupent  la  conique  respective- 
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ment  aux  points  A',  B',  C.  Déplus,  le  cote  BG  rencontre  cette  coni- 
que aux  points  A",  k'"  ;  le  côté  AC  aux  points  B",  B'"  et  le  coté  AB 
aux  points  G",  G'".  Démontrer  que  les  triangles  A'A"A"',  B'B"B'", 
G'G"G'"  sont  circonscrits  à  une  même  conique. 

16.  Par  les  sommets  A,  B,  G  d'un  triangle  inscrit  dans  une  coni- 
que, on  mène  à  la  courbe  des  tangentes  qui  rencontrent  les  côtés 
opposés  en  A',  B',  G'  ;  les  milieux  de  AA',  BB',  CG'  sont  en  ligne 
droite. 

On  peut  prendre  pour  triangle  de  référence  le  triangle  circonscrit 
à  la  conique  aux  points  A,  B,  G. 

17.  Nous  avons  défini  d'une  manière  purement  analytique  les 
coordonnées  trilatères  d'un  point  par  les  formules 

X  =  aiX-\-biy-\-CiZ, 

X  —  a.2X-^h2y-\-CiZ,    )  {{) 

Z  =  a^x-^h^ij  +  c^: 

nous  en  avons  déduit  les  coordonnées  trilatères  U,  V,  W  d'une  droite 
définies  comme  coefficients  de   X,   Y,  Z   dans  l'équation  de  celte 
droite,  et  nous  avons  montré  que  ces  coordonnées  U,  V,  W  étaient 
liées  aux  coordonnées  homogènes  u,  v,  %c  de  la  droite  parles  rela- 
tions 

U  =  Aiw+B^v  +  Ciw?, 

Vzr  Aait  +  BaV  +  GaiO,    )  (3) 

W  =  Aait  H-  Bgv  H-  Gato, 

Al,  Bj, désignant  les  coefficients  de  a,,  ôi,...  dans  le  développe- 
ment du  déterminant 

«1     bi     Ci 

D   =        «2       ^2       <^2 
«3       ^3       ^3 

On  peut  interpréter  géométriquement  ces  nouvelles  coordonnées 
de  points  et  de  droites. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  M,  les  axes 
de  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires. 

Désignons  par  p^,  pi,  ps  les  distances  de  ce  point  aux  trois  côtés 
BG,  GA,  AB  du  triangle  de  référence  ABG,  ces  distances  étant  précé- 
dées du  signe  --t-  ou  du  signe  — ,  selon  que  le  point  M  est  situé 
dans  la  région  positive  ou  négative  du  côté  correspondant.  On  peut 
d'ailleurs  supposer  que  les  équations  de  ces  côtés  sont  écrites  de  telle 
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manière  que  tout  point  de  Tintérieur  du  triangle  soit  dans  la  région 
positive  des  trois  côtés. 

Nous  dirons  que  les  nombres  Pi,  P2,  Pz  sont  les  coordonnées  tri- 
latères  absolues  du  point  M. 
On  aura  les  formules 

«1^7  -t-  biy  -h  CiZ 
Pi  = 


Pi  = 


•si al  -h  b\ 
a^x  H-  b^y  H-  c^z 


-^M 


a^x  +  b^y 


et  les  relations  (1)  peuvent  s'écrire 

pX  =:  pi\Ja\ 


pY  =  Pisjal 


pZ  —  pz\lal-^b\, 

p  désignant  un  nombre  arbitraire. 

On  voit  ainsi  que  les  coordonnées  trilatères  du  point  M  sont  pro- 
portionnelles aux  produits  des  coordonnées  absolues  de  ce  point 
par  des  nombres  fixes. 

De  même,  étant  donnée  une  droite  a,  ayant  pour  coordonnées 
homogènes  w,  v,  to,  désignons  par  ^i,  q^^  qo  les  distances  des  points 
A,  B,  G  à  cette  droite,  ces  distances  étant  précédées  d'un  signe  déter- 
miné par  la  convention  suivante  : 

Deux  distances  ont  le  même  signe  ou  des  signes  différents  selon 
que  les  deux  points  correspondants  sont  d'un  même  côté  ou  non  de 
la  droite. 

Nous  dirons  que  les  nombres  gi,  q^,  q^  sont  les  coordonnées  tri- 
latères absolues  de  la  droite  A. 

Comme  les  coordonnées  homogènes  des  sommets  A,  B,  G  du 
triangle  de  référence  sont  respectivement  (Ai,  Bi,  G,),  (A2,  B2,  Gg), 
(A3,  B3,  G3),  on  aura 

Aitc-JrBiV  -\-Ciic 


qi  — 

Gls/^^2_,_^2 

32  = 

A^u  -h  B2V  H-  G2W 

A3M  +  BiV  +  Cow 

5':5  — 

Czsitt'  +  V^ 

et  les  formules  (3)  peuvent 

s'écrire 

COORDONNEES.  —   II 
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aW  =  ^363, 

<T  étant  un  nombre  arbitraire. 

On  voit  ainsi  que  les  coordonnées  trilatères  d'une  droite  sont  pro- 
portionnelles aux  produits  des  coordonnées  absolues  de  celte  droite 
par  des  nombres  fixes. 

Inversement,  on  peut  définir  d'une  manière  purement  géomé- 
trique les  coordonnées  trilatères  d'un  point  et  d'une  droite,  indépen- 
damment de  tout  autre  système  de  coordonnées. 

Soit  un  triangle  ABC  ;  désignons  par  pi,  p^,  ps  les  distances  d'un 
point  M  du  plan  aux  côtés  BC,  CA,  AB,  ces  distances  étant  précé- 
dées du  signe  4-  ou  du  signe  —  selon  que  le  point  M  est,  par  rap- 
port au  côté  correspondant,  dans  la  même  région  que  le  sommet 
opposé  ;  nous  appellerons  coordonnées  trilatères  du  point  M  les 
nombres  X,  Y,  Z  définis  par  les  relations 

pX  =  kip^, 

pY  =  kiPi, 

pZ  =  ksps, 

hi,  k2,  ks  étant  des  nombres  fixes  et  arbitrairement  choisis,  p  ayant 
une  valeur  quelconque. 

Si  l'on  se  donne  des  valeurs  de  X,  Y,  Z,  il  n'existe  qu'un  seul 
point  correspondant. 

De  même,  étant  donnée  une  droite,  désignons  par  5-1,  g'2,  qs  les 
distances  (afi'ectées  de  signe,  comme  on  l'a  vu  plus  haut)  des  som- 
mets du  triangle  ABC  à  cette  droite  ;  nous  appellerons  coordonnées 
trilatères  de  la  droite,  les  quantités  U,  V,  W,  définies  par  les  rela- 
tions 

aU  =  h^qi, 

aV  =  hqi, 
ffW  =  hsqs, 

/<!,  7^25  ^3  étant  des  nombres  fixes  et  arbitrairement  choisis,  a  ayant 
une  valeur  quelconque. 

Si  l'on  se  donne  des  valeurs  de  U,  V,  W,  il  n'existe  qu'une  seule 
droite  correspondante. 

Étant  ainsi  en  possession  des  coordonnées  de  points  et  de  droites, 
il  importe  de  chercher  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coordon- 
nées d'un  point  et  celles  d'une  droite  pour  que  le  point  soit  sur  la 
droite  ;  autrement  dit,  il  faut  chercher  l'équation  ponctuelle  de  la 
droite  et  l'équation  tangentielle  du  point. 
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En  tenant  compte  des  valeurs  précédemment  calculées  de  pi,  p2, 
Ps,  qu  ^2,  ?3  et  en  désignant  par  x,  y,  z,  u,  v,  w  les  coordonnées 
homogènes  du  point  et  de  la  droite,  les  relations  qui  précèdent  peu 
vent  s'écrire  

diX  +  biy  +  Ci3  =  p  — î— 1 i , 


a^x  H-  b^y  -+-  c^z  =  p 


,  Yy/ai  H-  hl 


asoc  4-  bsy  -+-  CzZ  =  p'     ^        — ï 


A  iM  4-  Bj-y  -1-  Clic  =:  a'  -j —  , 


«3 

UCi 

h 


I12 

■VIT  pi 

A3U  +  B3V  H-  Csto  =  <y'  —r-^  • 
On  voit  aisément  que 

1  =  3 

\,  {aiX  +  6/î/  H-  Ciz){AiU  +  BjV  4-  Crw?)  =  D{ux  -\-  vy  -h  wz)  ; 

î  =  1 
il  en  résulte  la  relation 
D{ux-{-vy  +  w?^)  = 

,  ,  rUXCiy/a?  +  &?_^  VYC2v/^rrM_^  WZCav/^TT&îl 
L  hiki  h^k^  h^k-s  j 

et  par  conséquent,  la  condition  pour  que  le  point  soit  sur  la  droite 
est 

/il/^j  ^2^2  ^3^3 

Mais  si  Ton  veut  que  l'équation  de  la  droite  ait  la  forme  simple 

UX  4-  VY  +  WZ  =  0, 

qui  ne  change  pas  quand  on  permute  les  coordonnées  de  droites  et 
de  points,  il  faut  choisir  les  nombres  ki,  Â2,  ksj  h^  h,  h  de  telle 
manière  que  l'on  ait 

hiki  h^ki  hsk^ 

Dans  les  applications  que  nous  avons  faites  des  coordonnées  trila- 
tères,  nous  nous  sommes  donné  les  nombres  7ii_,  ^2»  ^3  ;  nous  avons 
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pris 

ki  =  y/af  H-^f,  ^2  =  v/«i  +  bi,  h:,  =  /^f+T^  ; 

il  en  résulte  alors  pour  les  nombres  Aj,  hi,  h^  les  valeurs 

hi ^2  hs 

Cl        C2       C3 

Quand  on  étudie  les  propriétés  métriques  des  figures,  on  déter- 
mine les  coefficients  des  équations  des  côtés  du  triangle  de  référence 
de  façon  qu'on  ait 

\/ai  4-  b^  =  si  al  H-  b^  =  sja'i  +  b\  —  1  ; 
on  a  alors 

h^.—  k^  —  h.^—  J, 
et 

Al     _     li-i     __     h'i 
sin  A       sin  B       sin  C 
Les  coordonnées   trilatères  du  point   sont  proportionnelles  aux 
coordonnées  absolues,  et  les  coordonnées  trilatères  de  la  droite  sont 
proportionnelles    aux   produits  des  coordonnées  absolues  par  les 
sinus  des  angles  du  triangle. 

Rien  n'empêcherait  de  choisir  d'abord  les  nombres  Aj,  h-i,  h^,  de 
supposer  par  exemple 

hi  =  hi  —  li-i  —  I , 

afin  que  les  coordonnées  trilatères  de  la  droite  soient  proportion- 
nelles aux  coordonnées  absolues  g^,  q2,  q-s. 
On  devrait  alors  choisir  /ti,  Â2,  h^  de  telle  manière  que  l'on  ait 

hi  h-i  /^3 


Oisjal+bi        C2M+  bl        Cav/ai  -+-  b'i 
Il  est  clair  que  dans  cette  hypothèse,  les  formules  relatives  aux 
propriétés  métriques  des  figures  ne  seraient  plus  les  mêmes. 

Il  eût  été  peut-être  plus  logique,  dans  une  étude  des  coordonnées 
tangentielles,  d'adopter  cette  manière  de  voir  ;  nous  avons  préféré 
la  première  pour  ne  pas  modifier  les  formules  relatives  aux  coor- 
données ponctuelles  qui  sont  souvent  employées. 

18.  De  même  que  les  coordonnées  trilatères  absolues  d'un  point 
vérifient  la  relation 

api  -f-  bp2  +  Ci9:5  =  2S, 

les  coordonnées  trilatères  absolues   d'une  droite  vérifient  une  rela- 
tion plus  compliquée  qu'on  peut  obtenir  de  la  manière  suivante  : 

Désignons  par  A',  B',  C  les  projections  des  sommets  du  triangle  de 
référence  sur  la  droite  A  ;  on  aura  entre  les  longueurs  B'C,  C'A', 
A'B'  une  i;elation  de  la  forme     • 


ce  qui  peut  s'écrire 
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B'C'zbC'A'itA'B'  =  0, 


v/a^  -  (^2  -  q^f  ±  A^  -  [q,  -  q,Y  =b  v/c^  "  (^i  "  q^?  =  0.  {\) 

Pour  rendre  cette  relation  rationnelle,  nous  nous  appuierons  sur 
la  formule  connue 

a*  4-  p4  4-  Y*  _  2(p2^2  _|_  Y2a2  4-  ^^^p)  = 

—  (a  +  p  +  t)(—  a  4-  ?  +  Y)(a  -  ?  4-  Y)(a  4-^—7).     (2) 

En  prenant  dans  la  formule  (1)  les  radicaux  avec  les  quatre  com- 
binaisons de  signes  possibles,  et  faisant  le  produit  des  expressions 
obtenues,  on  a  d'après  la  formule  (2) 

'    [a^  -  {q2  -  ^3)^]^  +  [b^  -  (^3  -  qin  +  [c^  -  (qi  -  q.W 

-2[[h^-{q,-q,nc'--{qi-q,r]-h[c^-{qi-q,rW-{q,-qs)'] 
-^[^'-{q2-qzYW-{qz-qi)']]=0.      (3) 
Les  termes  du  quatrième  degré  eng'i,  g,»  2^3  peuvent  s'écrire 
(q2  —  qz)'  H-  {qs  —  qif  +  (^i  —  Î2)* 

—  2[(g3  -  q.nqi  -  q^Y  +  {qi  -  q^T'iq^  -  qz?  +  (^2  -  ^3)^(^8  -  q^Yl 
expression  qui  se  déduit  du  premier  membre  de  (2)  en  posant 

«  =  ^2  —  ^3,  ^  =  q^—qi,  ^^  —  q^  —  q^; 

comme  on  a  a  4-  jâ  4-  y  =  0, 

il  en  résulte  que  le  deuxième  membre  est  nul,  il  en  est  de  même 
de  cette  expression. 
La  relation  (3)  peut  alors  s'écrire 

2(?2  —  Î3)'(b2  4-  c2  _  a2)  4-  2(^3  —  ?i)-(c2  4-  a2  -  b^) 

+  2(^1  — g2)'(a24-b2  — c2)4-a*4-b^4-c*  — 2(b2c24-c2a24-a2b2)  =  0 

ou  encore,  en  remarquant  que 

a4  4_  b*  +  c*  —  2(b2c2  4-  c2a2  4-  a^b^)  =  —  168^, 

d'après  la  formule  (2), 

d?q\  +  hm  +  e~q\  —  q.jMh^  4-  C^  -  a^)  -  qsq,{c^  4-  a^  -b^) 

-gi?2(a2  4-b2-c2)  =  482 
ou  encore 

a^gf  +  b^^lH-c^^'l— 2bc2'22'3CosA  — 2ca2'32'iCosB  — 2ab3'i2'oCosC=4S-; 
c'est  la  relation  cherchée,     x 


CHAPITRE    XIV 
PROPRIÉTÉS  DE  DEUX  ET  DE  TROIS  CONIQUES 


251.  Étant  données  les  équations  de  deux  coniques  en  coor- 
données rectilignes  ou  trilatères 

/"(w,  V,  iv)  =  au^-\-a'v^-{-aV-h2bvw-\-'^0'wu-^^b"LW  =0,    (C) 
fi{u,  V,  iv)  =  aiU^-i-a[v^-{-alw^-h'2biVW-{-^b\wu-{-2b'[uv  =  0,  (Ci) 

l'équation  générale  des  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère 
Q  des  tangentes  communes  est 

Donnons  à  X  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires 
(x  et —  ix;     on  obtient  deux  coniques 

/•+  f./-,  =  0,  (C) 

f-V-fi  =  0,  (C'O 

et  il  est  aisé  de  montrer  que  les  pôles  d'une  droite  quelconque 

par  rapport  aux  quatre  coniques  C,  Ci,  C,  C^  [pôles  situés  en 

ligne  droite  (187)]  sont  quatre  points  conjugués  harmoniques. 

Soient  en  effet 

P  =  ^^/;  +  <-^-^<- =0, 

les  équations  des  pôles  de  la  droite  (m^,  Uq»  ^^'o)  P^^  rapport 
aux  coniques  G  et  Ci. 
Les  pôles  de  cette  même  droite  par  rapport  aux  deux  autres 
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coniques  auront  pour  équations 

P  +  {^P,  =  0, 
P  -  f^Pi  =  0, 
et  l'on  voit  que  ces  deux  points  divisent  harmoniquement  les 
points  F  et  Pi. 

En  particulier  les  points  de  contact  de  ces  coniques  avec  un 
côté  du  quadrilatère  Q  forment  une  division  harmonique. 

On  dit  dans  ce  cas  que  les  coniques  G'  et  C[  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  coniques  G  et  Gi,  et  l'on  voit 
sans  peine  que,  réciproquement,  les  coniques  G  et  Gi  sont 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  G'  et  Gi. 

En  outre,  il  est  à  peine  utile  de  faire  observer  que  cette  pro- 
priété est  indépendante  du  triangle  de  référence  ou  des  axes 
de  coordonnées. 

252.  Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  quatre  coniques  soient  conjuguées  harmoniques  est  que  les 
tangentes  menées  à  deux  des  coniques  conjuguées  par  un  point 
commun  aux  deux  autres  coniques  forment  un  faisceau  harmo- 
nique. 

Prenons  pour  origine  un  point  commun  aux  deux  coniques 
G  et  Gi,  et  pour  axes  les  tangentes  en  ce  point  à  ces  deux  coni- 
ques ;  leurs  équations  pourront  alors  s'écrire 

f=u^-^  ^bviv  +  Wwu  -4-  al'iv^  =  0, 
fi  =  v^-h  2bivw-h2ù\ivu  H-  aW  =  0. 

Gonsidérons  maintenant  deux  coniques  inscrites  dans  le 
quadrilatère  des  tangentes  communes  à  G  et  à  Gi, 

/-h¥i=0,  (C) 

/•+  j./-,  =  0.  (Gi) 

Les  tangentes  menées  de  l'origine  à  ces  deux  coniques  sont 
déterminées  par  les  équations 

m2  +  Xî;2  =  0, 
u^  H-  ixv^  =z  0  ; 
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et  Ton  voit  aisément  que  pour  que  ces  droites  forment  un  fais- 
ceau harmonique,  il  faut  et  il  suffit  que 

c'est-à-dire  que  les  coniques  G'  et  d  soient  conjuguées  har- 
moniques par  rapport  à  G  et  à  Ci.  Le  théorème  est  démontré. 

253.  Revenons  à  l'équation  générale 

f+¥i  =  o  (1) 

des  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  Q  des  tangentes 
communes  aux  coniques.  C  etG,, 

f[u,  V,  w)  =  au^-ha'v^-i-aV-hUvw-h'^b'iou-h^b"uv  =  0,     (G) 

L'équation   ponctuelle   de  la  conique  qui  a  pour  équation 
tangentielle  l'équation  (1)est 

a  H-  lai     b"  H-  Ibl     b'  -h  \b[     x 


ui 


la'     b 


Ibi 


Ibi     y 

la'i     z 
0 


=  0 


F{x,y,z)=0, 


(2) 


b" 

b'  -h  lb[ 

X  y 

ou,  en  développant, 

X2Fi(a?,  y,  z)-^l^{x,  y,  z) 
où  nous  posons 

F{x,y,  z)  =  Ax^  +  A'?/2  -f-  A''^^  +  2Byz  4-  '2B'zx  -i-  m"xy, 
Fi(a?,y,z)  =:  Aia:^  +  A;î/2-t-A';z2-4-2Bi?/3-h2B;2ar-l-2Bîa:?/, 
^{x,  y,  z)  =  [a'a'i  -{-  a"a[  —  '2.bbi)x' -h  {a"ai-^  aal  —  Wb[)y^ 
-H  {aa\  -4-  a'«i  —  Wb^)  z^  -}-  2  [b'bl  +  b"b[  —  ab^  —  ba^)  yz 
-{-^{b"bi-i-bb'l—a'b[-b'a[)zx'^'i{bb[-^b'bi  —  a"bl—b"ai)xy. 

Les  équations 

F{x,y,z)  =  0,  F,(a;,  2/,z)  =0 

sont  les  équations  ponctuelles  des  coniques  G  et  G,. 
Nous  allons  étudier  la  conique  S  qui  a  pour  équation 

Hx,  y,  z)  =  0.  (S) 
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Les  équations  (i)  et  (2)  sont  les  équations  tangentielle  et 
ponctuelle  d'une  même  conique  ;  on  peut  donc  considérer 
l'équation  (2)  comme  exprimant  la  condition  pour  que  le  point 
(a?,  î/,  z)  soit  situé  sur  la  conique  (1)  ;  en  d'autres  termes,  si 
l'on  résout  l'équation  (2)  par  rapporta  X,  et  si  l'on  transporte 
les  racines  dans  l'équation  (1),  on  obtient  les  équations  des  co- 
niques du  faisceau  (i)  qui  passent  par  le  point  (a?,  ?/,  z). 

Il  en  résulte  que  Téquation 

^'  (•2?,  y^  z)  =  0 
est  le  lieu  des  points  par  lesquels  passent  deux  coniques  du 
faisceau  (1)  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  coni- 
ques C  et  Cl  ou,  d'après  le  théorème  précédent  (252),  cette 
conique  S  est  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  issues 
de  ces  points  aux  coniques  G  et  Ci  forment  un  faisceau  har- 
monique. 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  conique  est  conjuguée  par  rap- 
port au  triangle  conjugué  commun  aux  coniques  C  et  Ci. 

En  effet,  si  l'on  prend  ce  triangle  pour  triangle  de  référence, 
les  équations  de  C  et  de  Ci  peuvent  s'écrire 

au^-i-a'v^-i-aV  =  0, 

diU^  4-  a[v^  +  a'iic^  =  0, 

et  la  conique  S  a  pour  équation  ponctuelle 

{a'a';  -h  a"al)x^  -h  (a"ai  H-  aa'[}y^  +  {aà[  -h  a'ai)z^  —  0, 

et  par  suite,  pour  équation  tangentielle 


a  al  -h  a  a[       aui  -h  aa\       aa[ 

Les  points  de  contact  des  tangentes  communes  aux  deux 
coniques  C  et  Ci  sont  visiblement  des  points  du  lieu;  il  en 
résulte  le  théorème  suivant  : 

Les  huit  points  de  contact  des  tangentes  communes  à  deux  coni- 
ques sont  sur  une  conique. 

254.  Si  l'on  suppose  que  la  conique  Ci  se  réduise  à  deux 
points  A  et  B,  la  conique  ^  est  le  lieu  du  point  M  tel  que  les 
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tangentes  issues  de  ce  point  à  la  conique  G  soient  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  à  MA  et  MB. 

Si  en  particulier  les  points  A  et  B  sont  les  points  cycli- 
ques, la  conique  S  se  réduit  au  cercle,  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  la  conique  G. 

On  retrouve  ainsi  fort  simplement  l'équation  obtenue  au 
numéro  249  en  supposant  que 

/'i(w,  V,  w)^y^  -hv^  -i-w^  —  2vw  cos  A  —  2wu  cos  B  —  2uv  cos  C. 

255.  En  écrivant  que  Téquation  (2)  a  ses  racines  égales,  on 

obtient  l'équation 

*2  —  4FFi  =  0, 

qui  représente  l'enveloppe  des  coniques  inscrites  dans  le  qua- 
drilatère Q,  c'est-à-dire  les  côtés  de  ce  quadrilatère  Q  lui- 
même. 

Nous  obtenons  ainsi  l'équation  de  l'ensemble  des  quatre 
tangentes  communes  aux  coniques  G  et  Gi. 

256.  Corrélativement,  éi^ni  données  les  équations  ponctuelles 
de  deux  coniques, 

F  =  Aor^  +  \Y  -i-  AY'  -+-  2B?/s  +  2B'sx  -h  ^2B"xy  =  0, 

Fi  =  Ajic2-HAy-hAÎ22-l-2Bi?yz-f-2B;za;  +  2B;'.7'î/  =  0, 

l'enveloppe  des  droites  qui  rencontrent  ces  coniques  en  qua- 
tre points  conjugués  harmoniques  est  une  conique  qui  a  pour 
équation  tangentielle 

cp(w,  V,  w)  =  (A'A'i  -+-  A"A[  —  2BB,)u^  -h  (A"Ai-i-  AA'j  -  2B'B[y 
H- ( AA;  +  A'Ai  —  2B"BïK -f- 2(B'BÎ4-B"B{  —  ABi  -  BAi)y^^' 
-h  2(B"Bi  +  BB';  —  A'B/  —  B'AO^^" 
-1-2(BB;-+-B'Bi  — A"BÎ  — B"A';)wî;  =  0.  (3) 

Gette  conique  est  conjuguée  par  rapport  au  triangle  conju- 
gué commun  aux  deux  coniques  et  elle  touche  les  huit  tan- 
gentes menées  aux  deux  coniques  en  leurs  points  communs, 
d'où  l'on  déduit  le  théorème  suivant  : 
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Les  huit  tangentes  à  deux  coniques  en  leurs  points  d'intersec- 
tion sont  tangentes  à  une  même  conique. 

Dans  le  cas  particulier  oii  les  coniques  données  sont  des  cercles, 
elles  ont  comme  points  communs  les  points  cycliques,  les  tangentes 
passent  par  les  centres  ;  il  en  résulte  que  la  conique  (3)  est  tangente 
aux  droites  isotropes  issues  des  centres  des  cercles,  c'est-à-dire  a 
pour  foyers  ces  centres. 

On  peut  le  voir  analytiquement  en  prenant  pour  axes  la  droite 
joignant  les  centres  et  une  perpendiculaire  au  milieu  ;  les  équations 
des  cercles  sont 

x^-hy^  —  lax  +  «2  _  R2  _  0, 

x^  -\-y^-\-  %ax  -h  a2  —  R'2  =  0, 
et  la  conique  enveloppe  a  pour  équation  tangentielle 

(2a2  —  R2  —  R'2)  t,2  +  (4^2  _  R2  _  p^'2)  -y2  _j_  2^^2  —  0, 

conique  qui  a  pour  foyers  les  points     (zt  a,  0). 

En  désignant  par  d  la  distance  des  centres,  l'équation  précédente 
peut  s'écrire 

\d^  —  2(R2  +  R'2)]w2  +  2  [£^2  _  (R2  4-  R'2)]  ^2  _^  4^ç2  _  0. 

On  reconnaît  que  l'enveloppe  n'est  réelle  que  si 

^2_2(R2+R'2)   <;  0. 

Si    rf^  <  R2  +  R'2,    l'enveloppe  est  une  ellipse  ; 
Si    cZ^  ->  p^2  _|_  fi'2^    Tenveloppe  est  une  hyperbole; 

enfin  dans  le  cas  où  d}  =  R^-f-  R'^,  c'est-à-dire  si  les  deux  cer- 
cles sont  orthogonaux,  l'enveloppe  se  réduit  aux  deux  centres,  ré- 
sultat qui  est  d'ailleurs  fort  connu. 

Enfin  si  Ton  désigne  par 

f(u^v,  iv)  =  (A'A"  — B^jw^-h  •••  :=  0, 
fi(u,  v,w)  =  (A; A';  —  Bf )  M^  +  •  •  •  =  0 
les  équations  tangentielles  des  deux  coniques,  l'équation 

cp2  —  Aff,  =  0 
est  l'équation  tangentielle  des  quatre  points  de  rencontre  de 
ces  deux  courbes. 

257.  Coniques   harmonlquement  inscrites  et  circonscrites. 

Soient  deux  coniques  déterminées,  Tune  par  son  équation 
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ponctuelle  et  Tautre  par  son  équation  tangentielle, 

f{x,  y,  z)  =  ax^-^a'i/-\-a"z^+^bijz  +  Wzx-\-'^b"xy  ^  0.     (S) 
cp(M,  V,  iv)  =  aw2_,_a'u2_|_aV-4-2py^^-^2p'^^M^-2^"My  =  0;     (C) 

posons 

&  =  aoL-h  œ't!  h-  aV  H-  2ôp  +  26' ?'  +  2 W', 

et  cherchons  à  interpréter  géométriquement  la  condition 

0  =  0.  (.4) 

Cette  interprétation  est  immédiate  dans  les  cas  particuliers 
suivants  : 

1°  Si  la  conique  G  se  compose  de  deux  points,  la  condition 
(4)  exprime  que  ces  deux  points  sont  conjugués  par  rapport 
à  S. 

En  particulier,  si  ces  deux  points  sont  les  points  cycliques, 
la  condition  exprime  que  la  conique  S  est  une  hyperbole 
équilatère. 

Si  ces  deux  points  sont  confondus,  la  condition  exprime 
que  ce  point  double  est  situé  sur  la  conique  S. 

2°  Si  la  conique  S  se  compose  de  deux  droites,  la  condition 
(4)  exprime  que  ces  deux  droites  sont  conjuguées  par  rapport 
à  laconique  C. 

Si  ces  deux  droites  sont  confondues,  la  condition  exprime 
que  cette  droite  double  est  tangente  à  la  conique  G. 

258.  ^^^  Si  la  condition  (4)  est  remplie,  nous  dirons  que  1^ 
conique  S  est  harmoniquement  circonscrite  à  G,  et  que  la 
conique  G  est  harmoniquement  inscrite  à  S. 

On  verra  plus  loin  les  raisons  de  cette  dénomination. 

Théorème.  —  Dans  un  faisceau  -ponctuel  de  coniques  il  en  existe 
en  général  une  seule  qui  soit  harmoniquement  circonscrite  à  une 
conique  donnée  ;  s'il  y  en  a  deux^  toutes  le  sont. 

Si  Ton  suppose  en  effet  que  les  coefficients  de  f{x,  ?/,  z) 
soient  fonctions  linéaires  d'un  paramètre  X,  l'équation  (4)  est 

(1)  Les  considérations  présentées  aux  numéros  258,  259  et  260  sont  em- 
pruntées aux  conférences  faites  par  M.  Darboux  à  l'école  normale. 
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du  premier  degré  en  X  et  admet  en  général  une  seule  solution^ 
à  moins  qu'elle  ne  soit  identiquement  satisfaite. 

Théorème  corrélatif.  —  Dans  un  faisceau  tangentiel  de  co- 
niques^ il  en  existe  en  général  une  seule  qui  soit  harmoniquement 
inscrite  à  une  conique  donnée  ;  s'il  y  en  a  deux^  toutes  le  sont. 

La  démonstration  est  immédiate. 

259.  Voici  quelques  conséquences  fort  simples  de  ces  théo- 
rèmes. 

1"  Supposons  que  la  conique  S  soit  harmoniquement  cir- 
conscrite à  G  ;  soient  HK  et  MN  deux  cordes  de  S  conju- 
guées par  rapport  à  G  ;  toutes  les  coniques  passant  par  les 
quatre  points  H,  K,  M,  N  seront  harmoniquement  circons- 
crites à  G,  puisque  dans  ce  faisceau  de  coniques  la  conique  S 
et  Tensemble  des  droites  HK  et  MN  jouissent  de  cette  pro- 
priété. Il  en  résulte  que  les  couples  de  droites  HM,  KN  et 
HN,  KM  seront  conjugués  par  rapport  à    G. 

Supposons,  comme  cas  particulier,  que  la  conique  G  se  ré- 
duise aux  points  cycliques  :  S  est  alors  une  hyperbole  équila- 
tère,  HK  et  MN  sont  perpendiculaires  ;  il  en  résulte  que  HM 
est  perpendiculaire  à  KN,  HN  à  KM  ;  ce  qui  démontre  une 
propriété  bien  connue  de  l'hyperbole  équilatère. 

2°  Soient  maintenant  deux  couples  de  points  A,  A'  et  B,  B' 
conjugués  par  rapport  à  une  conique  S  ;  ces  ensembles  de 
points  constituent  deux  coniques  harmoniquement  inscrites  à 
S  ;  il  en  sera  de  môme  de  toutes  les  coniques  inscrites  dans 
le  quadrilatère  ABA'B',  en  particulier  les  deux  points  de  ren- 
contre des  droites  AB,  A'B'  et  AB',  A'B  seront  conjugués 
par  rapport  à  la  conique   S. 

Nous  obtenons  ainsi  une  démonstration  du  théorème  de 
Hesse  déjà  établi  au  numéro  238. 

260.  Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
S  soit  harmoniquement  circonscrite  à  G  est  qu'il  existe  une  in- 
finité de  triangles  inscrits  dans  S  et  conjugués  par  rapport  à   G. 

V  La  condition  est  nécessaire.  Supposons  que  S    soit  har- 
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moniquement  circonscrite  à  C.  Soit  P  un  point  quelconque 
de  la  conique  S  ;  prenons  sa  polaire  par  rapport  à  C,  et  dési- 
gnons par  Q  et  R  les  points  de  rencontre  de  cette  polaire  et 
de  la  conique  S.  Je  dis  que  le  triangle  PQR  est  conjugué  par 
rapport  à  C.  En  effet,  par  le  point  P  menons  une  droite  quel- 
conque PP',  qui  rencontre  la  conique  S  au  point  P'.  Le  fais- 
ceau ponctuel  des  coniques  qui  passent  par  les  quatre  points 
P,  Q,  R,  P'  contient  deux  coniques,  la  conique  S  et  l'ensem- 
ble des  deux  droites  QR  et  PP',  qui  sont  harmoniquement 
circonscrites  à  C  ;  donc  toutes  les  coniques  de  ce  faisceau  le 
sont  également,  en  particulier  l'ensemble  de  droites  PR 
et  QP'  ;  ces  deux  droites  sont  donc  conjuguées  par  rapport 
à  C,  et  comme  le  point  P'  est  un  point  arbitraire  de  la  co- 
nique S,  il  en  résulte  que  le  point  Q  est  le  pôle  de  la  droite 
PR  par  rapport  à  la  conique  C,  et  le  triangle  PQR  est  conju- 
gué par  rapport  à  cette  conique. 

2°  La  condition  est  suffisante.  Soit  PQR  un  triangle  con- 
jugué quelconque  par  rapport  à  C  ;  je  dis  que  toute  conique 
S  circonscrite  à  ce  triangle  est  harmoniquement  circonscrite 
à  G.  En  effet,  prenons  un  point  arbitraire  P'  sur  la  conique  S  ; 
le  faisceau  ponctuel  des  coniques  qui  passent  par  les  quatre 
points  P,  Q,  R,  P'  contient  deux  coniques,  les  ensembles 
de  droites  PP',  QR  et  QP',  PR,  qui  sont  harmoniquement 
circonscrites  à  G  ;  il  en  résulte  que  toutes  les  coniques  du 
faisceau,  et  en  particulier  la  conique  S,  sont  harmonique- 
ment circonscrites  à  G. 

On  voit  ainsi  qu'une  conique  harmoniquement  circonscrite 
à  une  conique  donnée  est  circonscrite  à  une  infinité  de  triangles 
conjugués  par  rapport  à  cette  seconde  conique. 

Corrélativement,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  G  soit  harmo- 
niquement inscrite  à  S  est  qu'il  existe  une  infinité  de  triangles 
circonscrits  à  G   et  conjugués  par  rapport  à  S. 

Gc  qui  revient  à  dire  que  G  est  inscrit  à  une  infinité  de 
triangles  conjugués  par  rapport  à  S. 
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261.  Application.  Théorème  (Faure).  —  Les  cercles  circonscrits 
aux  triangles  conjugués  par  rapport  à  une  conique  coupent  orthogo- 
nalement  le  cercle  orthoptique. 

Soient 

C  =  a^u^  -t-  b^v^  _  t/,2  _  0 
les  équations  d'un  cercle  et  d'une  ellipse  ;  pour  que  le  cercle  soit 
harmoniquement  circonscrit  à  l'ellipse,  il  fautqu'onait 

a2  +  &2  —  Y  =:  0, 
ce  qui  montre  que  la  puissance  du  centre  de  l'ellipse  par  rapport  au 
cercle  est  égale  à    a^H-  &^     carré  du  rayon  du  cercle  orthoptique  ; 
le  théorème  est  démontré. 

Si  cette  condition  est  remplie,  l'ellipse  est  harmoniquement  ins- 
crite au  cercle  ;  il  en  résulte  le  théorème  suivant  : 

Une  conique  étant  inscrite  à  un  triangle,  la  puissance  de  son  cen- 
tre par  rapport  au  cercle  conjugué  du  triangle  est  égale  à     a^-\-h'^. 

262.  Théorème  de  Steiner.  —  Le  Heu  des  centres  des  coniques 
inscrites  à  un  triangle  pour  lesquelles  la  somme  des  carrés  des  axes 
est  constante  est  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  de  concours 
des    hauteurs  du  triangle. 

D'après  ce  qui  précède,  les  centres  de  ces  coniques  ont  même 
puissance  par  rapport  au  cercle  conjugué  au  triangle  qui  a  pour 
centre  le  point  de  concours  des  hauteurs.  Il  en  résulte  que  le  lieu 
est  un  cercle  concentrique  au  cercle  conjugué. 

C'est  le  cercle  conjugué  lui-même  qui  constitue  le  lieu  dans  le  cas 
où  la  somme  des  carrés  des  axes  est  nulle,  c'est-à-dire  si  les  coni- 
ques sont  des  hyperboles  équilatères. 

263.  Le  cercle  orthoptique  d'une  conique  a  pour  limite  la  direc- 
trice si  cette  conique  se  transforme  en  une  parabole  ;  les  théorèmes 
du  numéro  261  peuvent  alors  s'énoncer  : 

Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  conjugués  par  rapport  à  une 
parabole  ont  leurs  centres  sur  la  directrice. 

Les  cercles  conjugués  par  rapport  aux  triangles  circonscrits  à  une 
parabole  ont  leurs  centres  sur  la  directrice,  autrement  dit,  le  point 
de  concours  des  hauteurs  d'un  triangle  circonscrit  à  une  parabole  est 
sur  la  directrice. 

264.  Soit  PQR  un  triangle  conjugué  par  rapport  à  une  conique  S, 
j'inscris  une  conique  quelconque  C  dans  le  triangle  PQR  ;  il  existe 
alors  un  triangle  inscrit  dans  S  et  conjugué  par  rapport  à  C. 
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Supposons  que  Q  et  R  soient  les  points  cycliques.  S  est  une  hyper- 
bole équilatère  de  centre  P,  C  est  une  parabole  de  foyer  P  ;  il  en 
résulte  que  le  foyer  d'une  parabole  conjuguée  par  rapport  à  un  trian- 
gle coïncide  avec  le  centre  d'une  hyperbole  équilatère  circonscrite 
à  Ce  triangle. 

On  en  conclut  que  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  conjuguées 
par  rapport  à  un  triangle  coïncide  avec  le  lieu  des  centres  des  hy- 
perboles équilatères  circonscrites  au  même  triangle  ;  ce  lieu  commun 
est  le  cercle  des  neuf  points. 

265.  A  l'aide  des  considérations  précédentes,  on  peut  établir  sim- 
plement le  théorème  du  numéro  112,  à  savoir  que  si  les  triangles 
o.hc  et  a'b'c'  sont  conjugués  par  rapport  à  une  même  conique  S, 
leurs  six  sommets  sont  sur  une  conique. 

En  effet,  soit  C  la  conique  qui  passe  par  les  points  a,  &,  c,  a',  b'  ; 
cette  conique  est  harmoniquement  circonscrite  à  S,  donc  la  polaire 
de  a'  par  rapport  à  S  rencontre  la  conique  C  au  point  h'  et  en  un 
autre  point  ci  tel  que  le  triangle  a'h'c[  soit  conjugué  par  rapport  à  S. 
il  en  résulte  que  c[  coïncide  avec  c'. 

266.  Réseaux  taugentiels.  —  Étant  données  les  équations 
tangentielles  de  trois  coniques 

^(^^,  V,  IV)  —  0,      féu,  v,  w)  =  0,      ^(î/,   v,  îv)  =  0, 

on  appelle  réseau  tangentiel  relatif  à  ces  trois  coniques  Ten- 
semble  des  coniques  définies  par  l'équation 

>^i/'i+ Va-h  Va  =  0,  (5) 

OÙ  Xi,    >V2,   Xg   désignent  des  nombres  arbitraires. 

Si  l'on  se  donne  une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les 
nombres  Xj,  Xg,  X3,  de  la  forme 

«1X1  +  03X2-1-03X3=:  0, 
l'équation  (5)  ne  renferme  plus  que  deux  paramètres  linéaires  ; 
elle  représente  un  faisceau  tangentiel  de  coniques,  et  l'on  dit 
que  le  faisceau  appartient  au  réseau. 

Parmi  toutes  les  coniques  représentées  par  l'équation  (5), 
il  en  existe  une  infinité  qui  sont  réduites  à  deux  points  ;  nous 
allons  démontrer  que  les  droites  joignant  ces  deux  points, 
(droites  qu'on  appelle  les  droites  doubles  du  réseau)  envelop- 
pent une  courbe  de  troisième  classe  appelée  la  Cayleyenne  du 
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réseau  (du  nom  du  géomètre  anglais,  M.  Cayley,  qui  en  a  étu- 
dié le  premier  les  propriétés). 
Les  coordonnées  d'une  telle  droite  vérifient  les  équations 


"A 

dv 
dw 


dv 


do 


dw  diu 


do 


0. 


En  éliminant  X^,  Xa,  Iz  entre  ces  trois  équations,  on  obtient 

àfi     df,     dj, 
du     du     du 


C  = 


df,  df,  dj, 

dv  dv  dv 

df\  df,  df, 

div  diu  dw 


=  0, 


(6) 


qui  est  l'équation  tangentielle  de  la  Cayleyenne. 

267.  Cette  courbe  est  aussi  l'enveloppe  des  droites  dont  les 
pôles  par  rapport  à  toutes  les  coniques  du  réseau  sont  en 
ligne  droite. 

Considérons  d'abord  les  trois  coniques 

A  =  0,  /;  =  0,  /'3  =  0; 

les  pôles  d'une  droite  (m,  v,  w)  par  rapport  à  ces  trois  coni- 
ques ont  pour  équations 


P,  =:U 


du 


dv 


dw 


du  dv  dio 

du  dv  dw 

et  pour  que  ces  points  soient  en  ligne  droite  il  faut  que  l'équa- 


C00RD0NNEE9.    —  II 
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tion  (6)  soit  vérifiée,  c'est-à-dire  que  la  droite  considérée  soit 
tangente  à  la  Gayleyenne. 

Si  cette  condition  est  remplie,  le  point  qui  a  pour  équation 

XiPi  -h  X2P2  +  X3P3  =  0, 

c'est-à-dire  le  pôle  de  la  même  droite  par  rapport  à  une  coni- 
que quelconque  du  réseau  sera  en  ligne  droite  avec  les  points 
Pi,  P2,  P3. 

268.  Revenons  à  l'exercice  résolu  au  numéro  188,  et  dans  l'équa- 
tion f{u,  V,  w)  ■=.  {)  considérons  X  et  R^  comme  variables  ; 
cette  équation  représente  un  réseau  tangentiel  défini  par  les  co- 
niques 

f^  =z  au^  -+-  a'v^  -\-  2b'icu  +  2b"uv  =  0, 

qui  représente  une  parabole, 

et  f2  =  ti^  +  v^  =  0,  fz=  io2  =  0, 

qui  représentent  respectivement  lespoints  cycliques  et  l'origine  envi- 
sagée comme  point  double. 
La  Gayleyenne  de  ce  réseau  a  pour  équation 

to[b"{u^  —  'y^)+(a'  —  a)uv  —  b'vw]  =  0  ; 

elle  se  décompose  en  un  point,  l'origine,  ce  qu'on  pouvait  prévoir,  et 
une  parabole  P  que  nous  avons  étudiée.  Cette  parabole  esl  donc 
l'enveloppe  des  droites  dont  les  pôles  par  rapport  aux  coniques 
du  réseau  sont  en  ligne  droite. 

Or  le  pôle  d'une  droite  par  rapport  au  point  double  0  est  ce  point 
lui-même  ;  par  rapport  aux  points  cycliques,  ce  pôle  esta  l'infini  dans  la 
direction  perpendiculaire  à  la  droite  ;  il  en  résulte  que  la  parabole  P 
est  l'enveloppe  des  droites  qui  sont  perpendiculaires  aux  droites 
joignant  l'origine  à  leurs  pôles  par  rapport  à  une  conique  quelcon- 
que du  réseau. 

On  peut  également  montrer  que  les  droites  dont  on  demande  l'en- 
veloppe dans  l'exercice  dSB  sont  des  droites  doubles  du  même  ré- 
seau (1). 

Menons  du  point  0  les  tangentes  OA  et  OB  à  une  conique  quel- 
conque du  réseau.  L'ensemble  des  deux  points  A  et  B  constitue  une 
conique  du  réseau,  donc  la  droite  AB  est  tangente  à  la  Gayleyenne. 

Soit  maintenant  une  tangente  T  à  une  conique  quelconque  du 

(*)  Voir  Nouvelles  Annales,  3°  série,  tome  VIII, p.  331,  un  excellent  article 
de  M.  Marchand  sur  ce  sujet,  auquel  nous  avons  emprunté  quelques-unes 
des  remarques  qui  suivent. 
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réseau,  qui  soit  perpendiculaire  à  la  droite  joignant  le  point  0  à  son 
point  de  contact  A.  Le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  OA  appartient 
au  réseau,  il  est  tangent  à  la  conique  ;  ce  cercle  et  la  conique  ad- 
mettent donc  deux  autres  tangentes  communes  rencontrant  la  droite  T 
en  deux  points  H  et  H'  dont  l'ensemble  constitue  une  conique  du 
réseau  ;  donc  la  tangente  T  est  tangente  à  la  Cayleyenne. 

Enfin,  les  deux  foyers  (situés  sur  un  même  axe)  d'une  conique 
quelconque  du  réseau  constituent  une  conique  du  réseau  ;  donc  la 
droite  joignant  ces  deux  points,  c'est-à-dire  l'axe  de  la  conique,  est 
tangente  à  la  Cayleyenne. 

269 .  Théorème  (Chasles).  —  Deux  faisceaux  appartenant  à  un  même 
réseau  ont  toujours  une  conique  commune. 

Soit,  en  effet,  le  réseau  défini  par  l'équation 

X/i  -h  Kf^  +  ^aA  =-  0  ; 

deux  faisceaux  appartenant  à  ce  réseau  seront  déterminés  par  les 
deux  équations 

a{ky  +  a^\^  -j-  03X3  =r  0, 

61X1  4-  62X2  +  63X3  =  0, 
qui  déterminent  toujours  un  système  de  valeurs  pour  Xj,  X2,  X3. 

270.  Considérons  comme  exemple  le  réseau  défini  par  les  trois  co- 
niques suivantes  : 

1°  Un  point  double  0  ; 

2°  Les  points  cycliques  1  et  J  ; 

3°  Une  conique  quelconque  C. 

Ce  réseau  est  le  même  que  celui  que  nous  avons  étudié  au  nu- 
méro 268,  à  cette  différence  près  que  la  parabole  est  remplacée  par 
u  ne  conique  quelconque . 

En  combinant  ces  coniques  deux  à  deux  on  a  les  trois  faisceaux 
suivants  : 

1°  Les  cercles  de  centre  0  ; 

2°  Les  coniques  homofocales  à  C  ; 

3°  Les  coniques  tangentes  à  C  aux  points  de  contact  G  et  G'  des 
tangentes  issues  du  point  0. 

Il  résulte  alors  du  théorème  précédent  qu'étant  donné  un  faisceau 
quelconque  appartenant  au  réseau,  ce  faisceau  contiendra  une  co- 
nique faisant  partie  des  trois  faisceaux  cités  plus  haut. 

En  particulier,  étant  donnée  une  conique homofocale  à  C,  soit  C,, 
et  une  conique  tangente  à  C  aux  points  G  et  G',  soit  C2,  il  existera 
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un  cercle  de  centre  0  inscrit  dans  le  quadrilatère  des  tangentes 
communes  à  Ci  et  à  C2. 

Supposons  que  la  conique  Ci  se  réduise  aux  foyers  F  et  F'  de  la 
conique  G  et  que  la  conique  C2  se  réduise  aux  points  G  et  G'  ;  les 
droites  FG,  FG',  F'G,  F'G'  seront  tangentes  à  un  même  cercle  de 
centre  0;  on  en  déduit  la  relation 

FG  zt  F'G  =r  FG'  =t  F'G'  ; 

et  comme  les  points  G  et  G'  peuvent  être  pris  quelconques  sur  la 
conique,  on  en  conclut  que  pour  tout  point  M    de  la  courbe,  on  a 

FM  zh  F'M  =  constante. 

Cette  démonstration  est  due  à  Chasles. 

271.  Étant  donné  un  réseau  taugentiel 

>^iA  +  hf2  +  hfi  =  0  (5) 

défini  par  les  coniques  f\  =0,  ^  =  0,  ^  =  0,  on  peut 
définir  ce  réseau  par  trois  coniques  quelconques  appartenant 
à  ce  réseau,  à  condition  que  ces  trois  coniques  ne  fassent  pas 
partie  d'un  même  faisceau  tangentiel. 

En  effet,  soient  les  trois  coniques  du  réseau 

cpi  =  a/i  +  OL^fi  -+-  ag/;  =  0, 

'f  3  =  Ti/*!  +  ToA  H-  73/3  =  0  ; 
pour  que  ces  trois  coniques  n'appartiennent  pas  à  un  même 
faisceau,  il  faut  qu'on  ait 

«1      «2      S 

Pi  ?2         Ps 

Ti        T2        Ï3 

Si  cette  condition  est  remplie,  on  pourra  tirer  /i,  /"o,  /a   des 
équations  précédentes  et  on  aura 

^  =  «iCpi  -H  a2«p2  -H  «3?3, 

/"a  =  6i<pi  -h  ô^cpa  H-  Ô3CP3, 
fs  =  Cl  cpi  -h  Cjcpa  -H  C3CP3, 

et  en  remplaçant  dans  l'équation  (5),  on  aura  pour  équation  gé- 
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nérale  des  coniques  du  réseau 

272.  11  n'existe  pas  en  général  de  conique  réduite  à  un  point 
double  parmi  les  coniques  d'un  réseau,  car  en  écrivant  que  le 
premier  membre  de  l'équation  (5)  est  carré  parfait,  on  a  trois 
relations  homogène^ par  rapport  à  X^,  X2,  X3  qui,  en  général, 
n'ont  pas  de  solution. 

Pour  qu'il  existe  un  point  double  faisant  partie  du  réseau 
(5),  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  une  identité  de  la  forme 

P  désignant  une  fonction  linéaire. 

Cette  condition  exprime  que  l'une  des  trois  coniques  est  bi- 
tangente  à  une  conique  du  faisceau  déterminé  par  les  deux 
autres,  et  que  le  pôle  de  la  corde  des  contacts  est  le  point 
double  P. 

Si  cette  condition  est  remplie,  la  même  propriété  subsistera 
pour  trois  coniques  quelconques  du  réseau,  n'appartenant  pas 
à  un  même  faisceau, 

?i  =0,  0,  =  0,  cp3  =  0, 

car  d'après  ce  que  nous  avons  vu  au  numéro   271 ,   l'identité 
précédente  pourra  s'écrire 

/tiCpi  -H  /v2^2  -+-  ^3?3  =  P^ 

et  le  pôle  de  la  corde  des  contacts  sera  le  même. 

273.  Application.  —  Considérons  un  réseau  défini  par  deux 
coniques  bitangentes  fi=0,  A  =  0  et  par  les  points  cycliques 
fo  z=.  0.  Ce  réseau  a  un  point  double  P,  pôle  de  la  corde  des  con- 
tacts. 

On  peut,  pourdéfmir  le  réseau,  remplacer  les  deux  coniques  fi  et/*2 
par  deux  coniques  cp^  et  ©2  homofocales  respectivement  à  fi  et  fa. 
11  existera  alors  une  conique  bi tangente  à  fs,  c'est-à-dire  un  cercle 
inscrit  dans  le  quadrilatère  des  tangentes  communes  à  çi  et  ©2,  et 
dont  le  centre  sera  le  point  P. 

Supposons  que  l'on  prenne  pour  coniques  çi  et  ^2  les  foyers  des 
coniques  fi    et   f^  ;    en  joignant  les  foyers  de  fi  aux  foyers  de  fi 
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on  aura  un  quadrilatère  circonscriptible  à  un  cercle  ayant  pour  cen- 
tre le  point  P. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  deux  coniques  sont  bitang entes,  les  foyers  de  Vune  joints  aux 
foyers  de  l'autre  déterminent  quatre  droites  tangentes  à  un  cercle 
ayant  pour  centre  le  point  de  rencontre  des  ty.ngetites  communes. 

Si  laconique  /"a  se  réduit  à  deux  points  situés  sur  la  conique  /*i,  on 
retrouve  le  théorème  établi  au  numéro  270. 

274.  Réseaux  ponctuels.  —  Étant  données  les  équations 
ponctuelles  de  trois  coniques 

?l(^,   y,   Z)  =  0  ,  cpafj?,   ?/,   s)   r=  0  ,  O^ix,   ?/,    Z)    =    0, 

Tensemble  des  coniques  définies  par  l'équation 

où  [JL,,  \i-2,  \i-z  désignent  des  nombres  arbitraires,  constitue 
ce  qu'on  appelle  un  réseau  ponctuel  de  coniques. 

Parmi  toutes  les  coniques  du  réseau,  il  en  existe  une  infinité 
qui  sont  réduites  à  deux  droites,  les  points  de  rencontre  de 
ces  droites  (les  points  doubles  du  réseau)  sont  situés  sur  une 
courbe  du  troisième  degré  qu'on  appelle  la  Hessienne  du  ré- 
seau et  qui  a  pour  équation 


H  = 


do. 

do. 

dcp3 

dx 

dx 

âx 

à^i 

^?2 

ào, 

ày 

ày 

ây 

ôz 

dz 

^?3 

dz 

=  0, 


Cette  courbe  est  aussi  le  lieu  des  points  dont  les  polaires  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  du  réseau  sont  concourantes. 

275.  Réseaux  conjugués. —  La  relation  linéaire  et  homogène 
la  plus  générale  entre  les  coefficients  de  l'équation  tangen- 
tielle  d'une  conique  C  exprime  que  cette  conique  est  harmo- 
niquement  inscrite  à  une  autre  conique. 

Si  on  assujettit  cette  conique  G  à  être  harmoniquement  ins- 
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crite  à  trois  coniques  données  ayant  pour  équations  ponc- 
tuelles 

?i(^.  y^  2)  =  0,      ^2{x,  y,  z)  —  0,       cp3(a^,  ?/,  z)  =  0, 

on  aura  trois  relations  linéaires  et  homogènes  entre  les  coef- 
ficients de  l'équation  tangentielle  de  la  conique  C,  et  par  suite 
ces  coefficients  seront  fonctions  linéaires  et  homogènes  de 
trois  paramètres  ;  il  en  résulte  que  l'équation  générale  tangen- 
tielle des  coniques  G   sera  de  la  forme 

\flu,  V,  îv)-hhf2{u,  V,  î6')  +  X3^(w,  u,  iv)  =  Ù;  (5) 

toutes  ces  coniques  font  donc  partie  d'un  réseau  tangen- 
tiel,  et  elles  sont  harmoniquement  inscrites  à  toutes  les 
coniques  du  réseau  ponctuel 

I^i?i(^,  !/,  2)  +  ix20,{x,  y,  z)  H-  iJ.20,{x,  y,  z)  =  0.  (7) 

On  dit  que  les  deux  réseaux  sont  conjugués  ^^\  Une  conique 
quelconque  du  réseau  (5)  est  harmoniquement  inscrite  à 
une  conique  quelconque  du  réseau  (7),  et  une  conique  quel- 
conque du  réseau  (7)  est  harmoniquement  circonscrite  à  une 
conique  quelconque  du  réseau  (5). 

276.  Soit  une  conique  du  réseau  (5)  réduite  à  deux  points 
A  et  B  ;  la  droite  AB  est  tangente  à  la  Cayleyenne  du  réseau, 
et  les  deux  points  A  et  B  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  coniques  du  réseau  (7)  ;  il  en  résulte  que  ladroite 
AB  rencontre  les  coniques  de  ce  réseau  en  des  points  en  invo- 
lution. 

On  en  conclut  que  renveloppe  des  droites  rencontrant  trois 
coniques  données  en  des  points  en  involution  est  une  courbe  de 
troisième  classe,  qui  est  la  Ca^jleyenne  du  réseau  tangentiel  conju- 
gué du  réseau  ponctuel  défini  par  les  trois  coniques  données. 

277.  Soit  une  conique  du  réseau  (7)  réduite  à  deux  droites 

(1)  A.  Clebsch.  Leçons  sur  la  Géométrie j  traduction  Bexoist,  tome  II, 
p.  250. 
M.  PicQUET  emploie  l'expression  de  contr avariants. 
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D  et  D'.  Ces  deux  droites  sont  des  sécantes  communes  à  deux 
coniques  Ci  et  C2  du  réseau  ;  en  leur  adjoignant  une  coni- 
que quelconque  C3  du  même  réseau,  ces  trois  coniques  Ci, 
Cg,  C3  suffisent  à  définir  le  réseau.  Dans  ces  conditions,  la 
droite  D  rencontre  ces  trois  coniques  en  des  points  en  invo- 
lution  ;  par  conséquent  la  droite  D,  comme  la  droite  D',  est 
tangente  à  la  Cayleyenne  du  réseau  (o). 

Il  en  résulte  que  La  Cayleyenne  (Tun  réseau  tangentiel  est  l'en- 
veloppe des  couples  de  droites  qui  font  partie  du  réseau  ponc- 
tuel conjugué. 

278.  Corrélativement ,  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes 
issues  de  ces  points  à  trois  coniques  données  soient  en  involution 
est  une  courbe  du  troisième  degré  qui  est  la  Hessienne  du  réseau 
ponctuel  conjugué  du  réseau  tangentiel  défini  par  les  trois  co- 
niques données. 

La  Hessienne  d'un  réseau  ponctuel  est  le  lieu  des  couples  de 
points  qui  font  partie  duréseau  tangentiel  conjugué.  ^*^ 


EXERCICES     ET     NOTES 


1 .  On  considère  deux  triangles  inscrits  à  nue  même  conique  et  on 
leur  circonscrit  deux  coniques  hitangentes  :  enveloppe  de  leur  corde 
de  contact. 

Si  les  deux  coniques  circonscrites  sont  homothétiques,  leur  corde 
commune  passe  par  un  point  fixe. 

Les  deux  triangles  donnés  sont  conjugués  par  rapport  à  une 
même  conique  C,  à  laquelle  sont  harmoniquement  circonscrites 
les  coniques  considérées  Ci  et  C2,  et  par  suite  toutes  les  coniques 
passant  par  les  points  communs  à  ces  dernières  ;  en  particulier  les 
cordes  communes  correspondantes  des  coniques  Ci  et  Cg  sont  des 
droites  conjuguées  à  la  courbe  C.  Par  suite,  si  une  de  ces  cordes 

(1)  Consulter  sur  ce  sujet  le  chapitre  vu  du  Traité  de  Géométrie  A7ia- 
lytiqiie,  de  M.  H.  Picquet.  Nous  avons  d'ailleurs  emprunté  à  cet  excellent 
ouvrage  quelques-uns  des  exercices  qui  suivent. 
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est  double,  ce  qui  a  lieu  pour  deux  coniques  bitangentes,  elle  est  à 
elle-même  sa  droite  conjuguée  ;  elle  est  donc  tangente  à  la  coni- 
que G  qui  constitue  l'enveloppe  demandée. 

Si  les  coniques  Ci  et  C2  sont  homothétiques,  la  corde  commune 
à  distance  finie  passe  par  le  pôle  de  la  droite  de  l'infini,  c'est-à-dire 
par  le  centre  de  la  conique  G. 

2.  Le  lieu  des  centres  des  cercles  de  rayon  donné,  harmoniquement 
inscrits  à  une  conique  donnée,  est  une  conique  concentrique  et  homo- 
thétique  à  la  coniqtie  donnée. 

3.  Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  harmoniquement  circonscrite 
à  un  cercle  ou  inversement,  celle  des  deux  courbes  qui  est  harmoni- 
quement circonscrite  passe  'par  le  centre  de  Vautre. 

4.  Le  lieu  des  centres  des  cercles  de  rayon  donné  harmoniquement 
inscrits  aune  parabole  est  une  parabole  de  même  paramètre. 

5.  Étant  données  les  équations  ponctuelles  de  trois  coniques, 

01  =  A 1072  -h  A, y  _|_  a;'32  h-  2Biî/^  -h  2B;^£c  4-  2K^xy  —  0, 

Oo  =  A2a;2+A;î/2  4- =0, 

03  =  A^x^  + =0, 

on  peut  mettre  sous  une  forme  remarquable  l'équation  tangentielle 
de  la  Gayleyenne  du  réseau  tangentiel  conjugué  du  réseau  ponctuel 
défini  par  ces  trois  coniques,  c'est-à-dire  l'enveloppe  des  droites 
coupant  ces  trois  coniques  en  des  points  en  involution. 

La  droite  ux -h  vy -{- icz  z=:  0  sera  tangente  à  la  Gayleyenne 
si,  jointe  à  une  autre  droite,  elle  fait  partie  du  réseau 

[M^l  +  [^2?2  4-  I^3?3   =   0, 

c'est-à-dire  si  l'on  a  l'identité 

I^i?i  +  I^2?2  +  f^3?3  =  (^^«^  -\-  vy  -i-  ioz){u'x-\-v'y  -+-  w'z) 


ou 


H^iAi  -+-  1x2^2  H-  {J^sAs  —  uu'  =  0, 

H^iAi  -f-  ix.2^'2  4-  [JtsAg  —  vv'  =  0, 

[XiA'i  -f-  t^aAs  H-  [X3A3  —  iow'=zO, 

2[JLiBi  H-  21X2B2  +  21JI3B3  —  vw'  —  icv'  =z  0, 

2[XiB;  +  2[A2B2  -h  2iJ.3Bf5  —  wu'  —  uxo    —  0, 

2{JLiB;'-f-2{Ji2B;'-|-2[Ji3B3  — wv'  — -y»'  =  0. 
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Kn  éliminant  [n,  \u,  l^a,  u',  v',  ic\  on  a 
Al      A2       A3      t*     0      0 

Ai      A2       A^     0     r      0 

a;'     A'^     A'^    0    0    10 

2Bi     2B2     2B:>     0     w     V 

2B;     2B^     2B^     10     0     u 
2B';     2B'^     2B^     V     u     0 

On  yerrait  de  la  même  manière  que  le  lieu  des  points  d'où   l'on 
peut  mener  des  tangentes  en  involution  aux  trois  coniques 

fi  z=z  aiu^  -\-  a\v^  +  a'iw^  +  2bivw  -\-  1h\wu  +  2h'[uv  =  0, 


=  0, 


A  =  a^u^  4- 

/•g  =  a^u^  + 

c'est-à-dire  la  Hessienne  du  réseau  conjugué,  est 

«1  «2  <^3        û?       0       0 

a\  «2  a'3  0  ij     0 

a'I  al  rt'(  0  0a 

2bi  2&2  2&3  0  ^     «/ 

2^>;  2&2  2b's  z  0    X 

2b'[  2bl  2&3  ?/  a;     0 


=  0. 


6.  Un  réseau  tangentiel  renferme  en  général  quatre  cercles  dont 
les  centres  sont  les  sommets  d'un  triangle  et  le  point  de  concours  de 
ses  hauteurs. 


7.  Lorsque  trois  hyperboles  équilatèr es  ont  deux  points  communs, 
toute  droite  perpendiculaire  à  la  corde  commune  les  coupe  suivant 
six  points  en  involution. 

8.  Considérons  un  réseau  ponctuel  défini  par  trois  coniques  ayant 
deux  points  communs  B  et  G.  En  prenant  pour  triangle  de  réfé- 
rence le  triangle  ABC,  A  étant  un  point  quelconque,  les  équations 
des  coniques  s'écrivent 

atx^  -+-  2biyz  -\-  2b[zx  H-  2b'lxg  =  0, 

a-iX^  +  2b2yz  -+-  2b!^zx  +  2blxy  =  0, 

^3x2  +  2bsyz  4-  2b'^zx  +  2b';,xy  =  0. 
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Pour  déterminer  le  réseau  tangentiel  conjugué,   écrivons  que   la 
conique 

aw2  _p  a't;2  _|_  al'io^  +  2^vw  +  2'^'wu  -}-  2.3"wv  =  0  ( l) 

est  harmoniquement  inscrite  par  rapport  aux  trois  premières  ;  on  a 

«la  +  2&i|3  H-  26;tâ'  +  2b'[^"  =  0, 

a^a  H-  2&2|5  -h  2b'.2^'  H-  2&'^p"  =  0, 

«3»  +  2&3p  +  2&;î3'  +  2b'^f  z=  0  ; 

résolvons  ces  équations  par  rapport  à  ?,  ?',  p"  ;   on  a  des  solutions 
de  la  forme 

^  =  ocA,  p'=  a'X,  p"  =  aX", 

X,  X',  X"  étant  fonctions  des  coefficients  des  trois  coniques  données. 
L'équation  (I)  devient  alors 

a,  a',  a"  étant  arbitraires,  on  peut  donc  considérer  cette  équation 
comme  représentant  le  réseau  tangentiel  relatif  aux  trois  coniques 

ta  +  2'hvic  +  2'k'iDU  +  2a"iiv  =  0, 
v^  =z  0, 
102  =:  0, 

et  la  Cayleyenne  de  ce  réseau  a  pour  équation 

[u  4-  V'y  H-  >v'to)  VIO  =  0; 

elle  se  compose  de  trois  points  ;  deux  d'entre  eux  sont  les  deux 
points  B  et  C,  le  troisième  est  le  point  par  lequel  passent  les  cordes 
communes  qui  dans  deux  coniques  quelconques  du  réseau  ponctuel 
joignent  les  deux  points  de  rencontre  autres  que  B  et  C. 

Soit  0  ce  point  ;  on  voit  que  le  point  0  est  le  pôle  de  la  droite 
BG  par  rapport  à  toutes  les  coniques  du  réseau  tangentiel. 

il  résulte  de  là  que  les  cordes  qui  divisent  en  involution  les  coni- 
ques du  réseau  ponctuel  passent  par  le  point  0. 

Dans  le  cas  particulier  de  l'exercice  7,  ce  point  est  à  l'infini  dans 
la  direction  perpendiculaire  à  la  corde  commune. 

On  peut  reconnaître  aisément  que,  dans  le  cas  général,  la  lies, 
sienne  se  compose  de  la  droite  BG  et  d'une  conique. 

9.  Supposons  que  les  deux  points  B  et  G  de  l'exercice  précédent 
soient  les  points  cycliques  ;  les  trois  coniques  données  sont  alors 
des  cercles,  et  l'on  sait  que  la  Hessienne  se  compose  de  la  droite  de 
l'infini  et  du  cercle  orthogonal. 

La  Gayleyenne  du  réseau  conjugué  se  réduit  aux  points  cycliques 
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et  au  centre  radical  des  trois  cercles,  qui  est  lo  centre  commun  des 
coniques  du  réseau  tangentiel. 

10.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  d'un  réseau  tangentiel  dont  la 
somme  des  carrés  des  axes  est  constante  est  un  cercle  concentrique  au 
cercle  du  réseau  ponctuel  conjugué.  Cas  où  la  somme  des  carrés  des 
axes  est  nulle. 

11.  Note  sur  l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements.  —  Dans 
un  grand  nombre  d'exercices  résolus  et  proposés  nous  avons  sou- 
vent rencontré  comme  enveloppe  d'une  droite  variable  l'hypocy- 
cloïde à  trois  rebroussements. 

Je  me  propose,  dans  cette  note,  de  montrer  comment  on  peut 
reconnaître  cette  courbe  d'après  son  équation  tangentielle,  et  com- 
ment on  peut  en  déterminer  les  éléments. 

Si  l'on  prend  comme  axes  de  coordonnées  deux  diamètres  per- 
pendiculaires du  cercle  fixe,  l'axe  Ox  passant  par  l'un  des  points  de 
rebroussement,  l'équation  de  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe 
peut  s'écrire 

•     9                 ?       R    •     3?       /. 
û7  sm  jr-{-y  cos  -^ —  sm  —*-  =  0  ; 

p 

on  le  voit   aisément  en  faisant    r  z=z —     dans  l'équation  de  la 

o 

tangente  à  l'épicycloïde  obtenue  page  59. 
En  conséquence,  pour  qu'une  droite 

ux  -\-vy  -^w  =  0 
soit  tangente  à  la  courbe,  il  faut  qu'on    puisse  déterminer   cp    en 
sorte  qu'on  ait  les  égalités 

u      V      —  3to 

sin  -^       cos  ^       R  sm  — *- 
En  éliminant  9,  on  obtient  l'équation 

10(1*2  +  ^2)  +  ^  (3wv2_w3)  —  0;  (1) 

on  reconnaît  sous  cette  forme  que  la  courbe  est  de  troisième  classe, 
qu'elle  est  bitangente  à  la  droite  de  l'infini  (Ex.  12,  p.  54),  les  points 
de  contact  ayant  pour  équation 

U^  4-  i;2  _  0, 

c'est-à-dire  étant  les  points  cycliques. 

Nous  allons  démontrer  que,  réciproquement,  toute  courbe  de 
troisième  classe  qui  touche  la  droite  de  l'infini  aux  points  cycliques 
est  une  hypocycloide  à  trois  rebroussements . 
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L'équation  tangentielle  générale  des  courbes  de  troisième  classe 
touchant  la  droite  de  l'infini  aux  points  cycliques  est 

w  [u^  -{-V-  —  ^uv  cos  g)  4-  ?(^S  '^)  =  ^,  (2; 

0  désignant  l'angle  des  axes  de  coordonnées,  et  o{u^  v)  représentant 
un  polynôme  homogène  du  troisième  degré  en  u  et  v,  par  exemple 

cp(M,  v)  ^  au^  H-  huH  -\-  cuv^  -+-  dv^. 

Pour  établir  notre  proposition,  nous  transporterons  d'abord  l'ori- 
gine des  coordonnées  en  un  point  (p,  q)  choisi  de  telle  manière  que 
les  tangentes  issues   de  ce  point  à  la  courbe  fassent  deux  à  deux 

des  angles  égaux  à  ^?  c'est-à-dire  qu'elles  puissent  coïncider  avec  les 
o 

diagonales  d'un  hexagone  régulier.  Ensuite  nous  ferons  tourner  les 
axes  de  façon  que  l'axe  des  x  se  confonde  avec  l'une  de  ces  tan- 
gentes, et  nous  verrons  que  l'équation  de  la  courbe  aura  la  même 
forme  que  l'équation  (1). 

En  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  point  [p,  q),  l'équa- 
tion (2)  devient 

[w  —  up  —  vq)[u^  -\-  v^  —  2wy  cos  6)  +  cp  (m,  v)  =z  0  ; 

les  coordonnées  des  tangentes  à  l'origine  vérifient  l'équation 

—  [up  +  vq){u^  -f-  v2  —  2uv  cos  9)  -1-  ©  (w,  v)  =z  0, 

et  leurs  coefficients  angulaires  sont  donnés  par 

—  [pm  —  q)[m^  ->r  2m  cos  0  -4-  1  )  -1-  o(m,  —  1)  =  0.  (3) 

Cherchons  maintenant  l'équation  aux  coefficients  angulaires  de 
trois  droites,  telles  que  l'axe  Ox  fasse  avec  elles  respectivement  des 

angles  égaux  a  a,     a -h—     et     a  +  -— • 

0  o 

Si  m  désigne  le  coefficient  angulaire  de  la  première,  on  aura 

m  sin  6 
nzz  t^  oc  * 

1  +  m  cos  6         °     ' 

on  en  déduit,  en  introduisant  le  symbole  imaginaire  i, 

m  (cos  6-4-^'  sin  e)  +  1  _  i  -\- i  i^  a 
m  (cos  6  —  i  sin  0)  +  1  ~  1  —  e  tg  a 
ou 

me^^  -h  1  . 

me~»«  -f-  1  ' 

on  aura  pour  les  deux  autres  droites 

me~^^  -f-  1  me~'o  -\-  1 

Comme  les  cubes  des  trois  seconds  membres  sont  égaux  à  e*^^'»,  on 
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voit  que  les  coefficients  angulaires  des  trois  droites  vérifient  l'équa- 
tion 


\me-'^  _f_  1  ) 


ou 

e6ta(„,e-z9  _j_  1)3  _  (me^e  +  1)3  —  0. 

L'équation  (3)  devant  avoir  mêmes  racines  que  cette  dernière 
équation,  on  aura  l'identité 

—  {pm  —  q){m^  +  2m  cos  6  H-  1)  +  o[m,  —  1) 

=  h  [e6îa(me~»'o H-  l)^  —  (me»'"  -h  \'f]. 

En  écrivant  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  m  sont 
égaux,  on  déterminerait  p,  q,  aei  h;  mais  on  peut  calculer  a  sans 
déterminer  p  et  q,  il  suffît  de  remplacer  dans  l'identité  m  succes- 
sivement par  les  deux  nombres  — e^^  et  — e~^^,  qui  annulent 
w^ +2m  cos  ÔH- 1  ;     on  obtient 

cp(—  e'o,  —  1  )  =  —  /i(|  _  e2î'6)3 , 

On  déduit  de  là  sans  peine,  après  quelques  réductions  faciles,  et 
en  se  souvenant  que    o{u,  v)    est  homogène  et  du  troisième  degré, 


9(1,  e-«) 
Hi  sin3  6  ' 

On  en  tire 

-o(l,e--ej 

1  -f-  î  tg  3a  _     a-\-  bei^  -+-  ce^'o  +  de^^^ 

i  —  Ug  3a  ~  a  +  be-i^  +  ce-^^o  +  de-^^^  ' 

,    „              &  sin  0  H- c  sin  20  4- (^  sin  30 
tg  3a  m  ^    ,    ,^  _^  ^^   ,    ^  _^  ^^   ,    ^^  _^^  ^^^ 

L'identité   qui  précède   devient  alors,  en  remplaçant   h  et   e^'^^ 
par  ces  valeurs, 

—  [pm  —  q){m'^-\-  2m  cos  6  +  1)  +  cp{i»,  —  1) 

^  ÏÏTiïï^  '^'f^^'  et-6)(me-^-«  +  1)3  _  o;  l ,  e-'o)(me'o  +  l)»]  ; 

le  second  membre  pouvant  s'écrire,  développé, 

■   3     [m3[a(4  sin2  6  —  3)  —  26  cos  6  —  c]  H-  3m2(cZ  —  &  —  2a  cos  6) 

H-  3m(c  —  a  -I-  2c^  cos  6)  4-  &  4-  2c  cos  6  +  d(3  —  4  sin^  .0)] . 

En  égalant  les  coefficients  de  m^  et  les  termes  indépendants,  on 
obtient  les  valeurs  de  p  et  de  q, 
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3a  4-c-f-2&  cos  0 


p  = 


4  sin2  6 

3ff4-/j-t-2c  cos 


I 


4  sin^  6 

Nous  obtenons  ainsi  le  centre  de  l'hypocycloïde  et  les  directions 
des  tangentes  aux  points  de  rebroussement. 

En  tenant  compte  de  ces  transformation»,  l'équation  tangentielle 
de  la  courbe  peut  s'écrire 

w[u^  _)_  ^2  _  2uv  cos  6)  H-  h[e^i''[ue~^^—  vf  —  [ue^^  —  vf]  =  0. 

Prenons  maintenant  pour  axe  des  x'  une  droite  Ox'  telle  que 

(0^,    Ox')    =   OL, 

et  pour  axe  des  y'  une  perpendiculaire  à  Ox',  telle  que 
iOx',Oy')  =  l- 
Les  formules  de  transformation  de  coordonnées  sont  les  formules 
(4)  de  la  page  32,  où  l'on  fait     ^  =  a+-^    et    1  =z  i  ;     on  a 

u  =z-  u'  cos  a  —  v'  sin  a  , 
V  =z  u'  cos  (8  —  a)  -h  v'  sin  (6  —  a), 
w  =:  v/. 
On  voit  aisément  en  faisant  la  substitution  dans  l'équation  que 
u^  -+-  y2  —  2uv  cos  6     se   transforme  en     [u'^  -+-  v'^)  sin^  6  ;     d'autre 
part,  on  trouve 

ue~^^  —  V  z=z  —  sin  0e~^'*(m'-h  v'), 

^gio  —  -y  —  _  sin  6e**(—  m'  -hv');     ^ 
enfin,  on  a 

8î  sm**  6     '^         ^^ 
Le  radical  est  égal  au  module  de  l'expression  «^(1,  e^'o);  soit  A  ce 
module,  on  aura 

A  =  \J{a-i-  h  cos  6H-C  cos  26+ (i  cos  '6^y-\-\b  sine+csin  2e4-c^  sin  36)% 

et  l'équation  de  la  courbe  s'écrit 

^o'(w'2  4.  ^'2)  -t-       .         (3it''y'2  _  u'A  —  0. 
^  4  sm^  6  ' 

En  comparant  avec  l'équation  (1),  on  voit  que  cette  équation 
représente  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements,  dont  le 
rayon  R  du  cercle  fixe  est  donné  par 

4  sin=^  6 
En  résumé,  on  voit  que  l'équation 

xo  {u^  -j-v^  —  2iiv  cos  6)  +  aii'^  H-  buH  +  cuv'^  -\-  dv^  —  0 
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représente  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  ;  son  centre  a 
pour  coordonnées 

3a  +  c  -h  2&  cos  6 


p  =z 


4  sin^  6 
'Sd-\-b-{-2c  cos 


4  sin^  0 


le  rayon  du  cercle  fixe  est  égal  à 
3 


,     •  ^— v/(^'+^cose4-ccos20+£^cos39)2^-(6sine^-csin2e-f-cZsin3e)^ 
4  sin^  0  ^ 

et  l'axe  des  ce  fait  avec  les  tangentes  de  rebroussement  les  angles  a 
déflnis  par  la  relation 

,    „  &  sin  0  +  c  sin  20  +  c^  sin  39 

l<y  3oc  :::r  ■ • 

®  a  +  &  COS  6  4-  c  COS  26  H-  cZ  cos  36 

Dans  le  cas  où  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires,  on  a 

3a  +  c  3d-\-b 

X     o          b  —  d 
tg  3a  = 

A  titre  d'exemple,  reportons-nous  aux  exercices  du  Chapitre  U, 
p.  ol,  et  considérons  d'abord  l'exercice  2.  On  trouve  la  courbe 
(|ui  a  pour  équation  tangentielle 

w  [u^  +  v^)  -\-  4mv  (av  +  ^u)  rr  0. 

Cette  courbe  est  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements,  quels 
que  soient  a  et  ^  (et  non  pas  seulement  dans  le  cas  où  la  corde 
AB  est  un  diamètre,  comme  nous  l'avons  dit  à  tort). 

Le  centre  de  cette  courbe  est  le  point  (a,  P),  c'est-à-dire  le  centre 
du  cercle  considéré  dans  l'exercice,  le  rayon  R  est  égal  à  3  y/a^  -|-P, 
c'est-à-dire  à  trois  fois  le  rayon  du  cercle  donné. 

On  voit  également  (exercice  6)  que  la  droite  de  Simson  enveloppe 
une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements;  en  appliquant  les  formules 
qui  précèdent,  on  verra  que  le  centre  de  la  courbe  coïncide  avec 
le  centre  du  cercle  des  neuf  points  et  que  le  rayon  R  est  le  triple 
du  rayon  de  ce  cercle. 

Ce  résultat  est  dû  à  Steiner  {Journal  de  Crelle,  tome  53). 
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